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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 5,
combinatoéria, probabilidade, da colecao Fundamentos de Matema-
tica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solucao dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeicoar continuamente os Complemen-
tos. Estamos abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser
encaminhadas atraves da Editora.

Agradecemos ao professor David Mauro Degenszajn a
colaboracao na redacao das solucoes que sao apresentadas neste
Complemento.

Os Autores.
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Sl ) — Analise Combinatoria

1.

10.

11.

Cada refeicao consta de um par ordenado (a, b), em que a representa o
tipo de carne e b a sobremesa. Logo, ha 8 - 5 = 40 refeicdes possiveis.

Uma maneira de se vestir pode ser indicada pelo par (a, b), em que a
representa a blusa e b a saia vestida. Assim, temos 5 - 6 = 30 formas
possiveis.

Cada posicao do banco é um par (a, b), em que a representa seu
assento e b seu encosto. Temos, dai, 6 - 5 = 30 posicoes distintas.

Cada casal consiste em um par (a, b), em que a representa o homem e
b a mulher. O nimero de casais €&, portanto, 80 - 90 = 7200.

Cada percurso consta de um par ordenado (a, b), com a # b, em que a
representa a porta de entrada e b a de saida. Temos, entdo, 8 - 7 = 56
possibilidades.

Qualquer premiacao possivel consta de um par (a, b), com a # b, em
que a e b representam, respectivamente, 12 e 2¢ colocados.
Logo, ha 12 - 11 = 132 possibilidades.

Uma forma de se vestir pode ser indicada por uma tripla ordenada (a,
b, ¢), em que a representa o terno, b a camisa e ¢ o par de sapatos.
Temos, portanto, 10 - 12 - 5 = 600 formas de se vestir.

Cada escolha é uma terna ordenada (a, b, c), em que a representa
a cor do automoével, b o motor e ¢ a versdo. Assim, ha 7 -2 -3 = 42
alternativas de compra.

Cada resposta do teste € uma sequéncia do tipo (@, @, -y 8y), €M que

a valeVouF.

Portanto, o niimero de possibilidades €2 -2 - ... - 2 = 22° = 1048576.
—_—

20 vezes

Cada resultado consta de uma sequéncia (al, Ay v alo), em que cada

Jjogo a, pode assumir 4 resultados possiveis.

Assim, temos, 4 - 4 - ... - 4 = 41° = (219)2 = 10°. Aproximadamente
T 10vezes

1000000 de resultados possiveis.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Qualquer palavra consiste em uma sequéncia (a,, a
cada a € um bit e vale O ou 1. Dai, ha
2-2-..-2=2%=14294967 296 palavras.
_

32 vezes

o, - 8g), €M que

A sala podera ser aberta ao abrirmos 1, 2 ou até 10 portas. Entdo, cada
porta podera ficar aberta ou fechada. Excluindo o caso em que todas
ficam fechadas, pelo principio fundamental da contagem, temos:
(2-2-..-2)-1=21-1 = 1023 possibilidades

10 vezes

Usando a convencao

0: 0 aluno nao é escolhido

1: o aluno é escolhido

notamos que cada aluno sera identificado por O ou 1.

Se considerarmos a situacdo em que nenhum aluno é escolhido,
teremos, pelo principio fundamental da contagem:
(2-2-..-2)-1=25-1 = 63 possibilidades

6 vezes
Analogamente ao anterior, temos 25— 1 = 31 possibilidades.

Cada anagrama € uma sequéncia de letras (€, €
€, representa a tecla batida na maquina.
Dessa forma, ha 26 - 26 - ... - 26 = 26° = 308915776 anagramas.

6 vezes
Sim, consta o anagrama TECTEC pois cada L’i da sequéncia acima nao
€ necessariamente distinto.

» - £g), em que cada

Cada voto € uma sequéncia (a,a
candidato escolhido.
Entdo, temos 3 - 3 - ... - 3 = 3% votos possiveis.
[ —)
5 vezes

o = 8g), €M que cada a, representa o

Um numero formado consta de uma sequéncia (a,, a,, a,), em que a,
representa um digito escolhido dentre os disponiveis.
Dessa forma, existem 5 - 5 - 5 = 125 nlmeros.

Cada pessoa sera identificada pelo par (a, b), em que a representa

seu nome e b seu sobrenome. Entdo, o nimero de possibilidades é
10 - 20 = 200.

Fundamentos de Matematica Elementar | 5



20.

21.

22.

23.

25.

27.

28.

30.

31.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Sejam a o nimero de calcas e b o nimero de paletés. O nimero de
conjuntos distintos que podem ser formados € a - b = 24. Os possiveis
naturais que satisfazem a condicao acimasao 1e24,2e12,3e 8,4
e 6. Dentre eles, a soma minima é 10.

Cada resultado consiste em uma sequéncia (a,, a,, ..., ;) em que a,
representa o ndmero obtido no langamento do i-ésimo dado.
Assim, ha 6 -6 - ...- 6 = 6° = 46656 resultados possiveis.

6 vezes

Seja A = {0, 1, ..., 9}. Cada nimero de telefone € uma sequéncia do tipo
(2,a,4a, b, .. b) em que a, EA*eb € A.

Entao eX|stem 9-9-10- 10 10 - 10 10 = 81 - 10° = 8100000
ndmeros de telefone.

a) Cada letra € uma sequéncia (a,, a,, a,), em que a, vale (=) ou (-).
Assim, temos 2 - 2 - 2 = 8 letras.

b) O total de letras sera dado pela soma das letras que apresentam 1,
2, ... ou 8 simbolos, isto &,

=24+2:24+2:2:2+..+2-2-...:2
| —
8 vezes
=2+ 224 2% + ... + 28 que é a expressao da soma dos termos de
2-(28-1)

uma P.G., a saber, = 510.

2-1
0 numero de percursos possiveis corresponde a soma dos caminhos,
que, partindo de A, passam por B ou C e de la chegam a X.
Assim, ha 10 - 12 + 5 - 8 = 160 percursos diferentes.

Cada trajetoria consistira em uma sequéncia de 8 passos (a,, a,, ..., ag),
em que a, pode ser dado para cima ou para a direita.

Pelo principio fundamental da contagem, existem 2 - 2 - ... - 2 = 28 =
= 256 caminhos. 8 vezes
De modo analogo ao anterior, hd 2 - 2 - ... - 2 = 25 = 64 maneiras.

6 vezes

Cada divisor positivo de N é da forma: 2% - 3% - 5% - 7% em que
o, €0, 1,..,a%a,€{0,1,.., b} e assim por diante.

Assim, o nimero de divisores de N € o nimero de quadruplas (o, o,
o, 0,), que é (@ + 1)(b + 1)(c + 1)(d + 1).

Notemos que, fixado um dos nimeros, existem 6 pecas diferentes
formadas com os numeros restantes. Havendo 7 nldmeros, temos

5 | Fundamentos de Matematica Elementar
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32.

33.

35.

36.

37.

6 - 7 pecas. Como elas sdo simétricas, cada peca foi contada 2 vezes,

o que da ’ . A esta quantidade devemos somar as pecas formadas

de numeros iguais, (1, 1), por exemplo.

27 + 7 = 28 pecas.

Logo, ha 6

Através do mesmo raciocinio, generalizamos:
n(nzvL 1) it l= (n+1)2(n+2)

Cada funcao sera constituida de n imagens, em que ha r possibilidades
para cada imagem. Logo, pelo principio fundamental da contagem,
ficam definidasr - r - ... - r = r" fungoes.
S —
n vezes

Vamos dispor as possibilidades num diagrama de arvore, no qual em
cada “coluna” do diagrama representamos os possiveis ganhadores de
cada jogo: Antonio (A) ou Benedito (B).

A

T —8B

\ A/A
B— \B/A
\ \B

Temos as seguintes possibilidades:
{AA, ABAA, ABAB, ABB, BAA, BABA, BABB, BB}.

Imaginando um diagrama de arvore, verificamos que as seguintes
sequéncias representam P.A.:

(1,2,3),(14,3,5),(4,4,7),(1,5,9), (2, 3,4),(2,4,6), (2,5, 8),
(2,6,10),(3,2,1),(3,4,5),(3,5,7),(3,6,9), (4,3, 2), (4,5, 6),
(4,6,8),(4,7,10),(5,3,1),(5,4,3),(5,6,7),(5,7,9), (6,5, 4),
6,4,2),(,7,8),(6,8,10),(7,6,5),(7,5,3),(7,4, 1), (7, 8,9),
(8,7,6),(8,6,4),(8,5,2),(8,9,10),(9,8,7),(9, 7, 5), (9, 6, 3),
(9,5,1), (10, 9, 8), (10, 8, 6), (10, 7, 4), (10, 6, 2). 40 formas

Vamos construir o diagrama de arvore, indicando em cada uma de suas
colunas os possiveis resultados obtidos pelo langamento da moeda:
cara (K) ou coroa (C). Notemos ainda que, pelo enunciado, é possivel
concluir que o 1° lancamento resultou cara.

Fundamentos de Matematica Elementar | 5
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K/K

— T —c¢C

T —¢C

/K\C/_K

N

Se ocorrer:

(K, K, K), teremos: Pedro, Antonio e Antonio
(K, K, C), teremos: Pedro, Antbnio e Manoel
(K, C, K), teremos: Pedro, Manoel e Pedro
(K, C, C), teremos: Pedro, Manoel e Antonio
Logo, Antonio dard no maximo 2 voltas.

38. Em cada coluna do diagrama seguinte indicaremos os possiveis
resultados em cada jogada: Vitoria (V) ou Derrota (D). Temos também o
total ao final de cada sequéncia de resultados:

v— 0D (V, V, V): R$ 5000,00
/ T~ p—V (V, V, D): R$ 3000,00
T ———D (V, D, V): R$ 3000,00
(V, D, D): R$ 1000,00
= v (D, V, V): R$ 3000,00
D D D, V, D): R$ 1000,00
— (D, V, D)
Assim, ao final de 3 jogadas podemos ter R$ 1000,00, R$ 3000,00 ou
R$ 5000,00.
39. Indicaremos nas colunas do diagrama seguinte os possiveis resultados:

Vitéria (V) ou Derrota (D), em cada uma das rodadas a serem jogadas:

Verificando, ha 11 possibilidades de jogo.

5 | Fundamentos de Matematica Elementar
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40.

41.

43.

44.

45.

47.

Sejamf{a,,a,,...,a}osrapazese{b,,b,,...,b_}asmogas. Esquematizando
0 problema da forma:

a,—>5

a,—>6

a,—>7

a—m
notamos que a diferenca entre 0 nimero de mogas com quem cada

homem danca e o indice que o identifica é constante e igual a 4.
Daim-r=4m=r+ 4.

- a (a, b), (a, ), (a, d), (b, a), (b, ¢),
c=—/—b (b, d), (c, @), (c, b), (c, d), (d, a),
\ T (d, b) e (d, c)
a
d —_— b
T

Cada possibilidade para os 3 primeiros colocados consiste em um arranjo
dos 20 times tomados 3 a 3, pois importa a ordem de classificacao dos
times. Logo, o nimero de resultados possiveis é A,, ;= 6840.

0 ndmero de maneiras de pintar um cubo com 6 cores € 6!.

Contudo, imaginemos um observador de frente para uma determinada
face, digamos a vermelha. Girando o cubo ao redor do eixo perpendicular
a essa face, podemos obter 4 posicoes do cubo, mantendo inalterada
a face vermelha.

Como isso pode ser feito com todas as 6 faces do cubo, resulta que o

namero de possibilidades é: 76 30 maneiras

Como o torneio é disputado em 2 turnos, o time A, por exemplo, enfrenta
o time B duas vezes. Logo, o problema consiste em formar os arranjos
dos 6 times tomados 2 a 2, isto €, A, , = 30.

A 12 listra pode ser pintada de qualquer uma das 3 cores. A 22
listra deve ser pintada de uma cor diferente da 12, havendo entao 2
possibilidades. Ja a 32 também deve ser pintada de uma cor diferente
da 22, havendo entao 2 possibilidades.

Fundamentos de Matematica Elementar | 5
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49.

50.

51.

52.

53.

55.

56.
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Assim, o nimero de maneiras que a bandeira pode ser pintada é:
3:2:2...-2=3-26=192
[ S ——)

6 vezes

Se considerarmos o bilhete (X, Y), X sera a estacdo de partida e Y a de
chegada. Por outro lado, no bilhete (Y, X) ocorre o contrario. Assim, cada
bilhete € um arranjo das 16 estacdes tomadas 2 a 2, isto €, A16,2 = 240.

Fixadas A e F como cidades de partida e chegada, respectivamente,
cada percurso consistirdA em um arranjo das 4 cidades restantes
tomadas 4 a 4, pois deve necessariamente passar por todas elas.
O total de possibilidades €&, entao:

4] 4!
Aa= @m0 24
Como importa a ordem da 12, 22 e 32 colocadas, cada resultado possivel
€ um arranjo das 5 misses tomadas 3 a 3, isto &, A, ; = 60.

Cada tentativa de abrir o cofre consiste em uma sequéncia ordenada
de 3 ndmeros distintos, isto €, a um arranjo dos 10 algarismos tomados
3 a 3. Assim, o nimero maximo de tentativas é A5 = 720.

Notemos inicialmente que, se numa configuragao o jogador A € cen-
troavante e B € ponta-direita, sera considerada distinta a configuragao
em que A é ponta-direita e B é centroavante. Dai, cada escalacdo cons-
ta de um goleiro e de uma sequéncia ordenada de 10 jogadores esco-
Ihidos entre os 19.

Como ha 3 goleiros, o nimero total de possibilidades é: 3 - A 1o

Como importa a ordem em que as pedras sao sorteadas, cada extragao
€ um arranjo das 89 pedras tomadas 3 a 3, uma vez que se deseja que
a 32 pedra seja “80".

Logo, o nimero de possibilidades é Agy 5 = 681384.

a) O numero de resultados possiveis € o nimero de arranjos, com
repeticdo, de m bolas tomadasrar,istoé, m-m-...-m=m-"
rvezes
b) O nimero de resultados possiveis € o nimero de arranjos, sem
m!

repeticdo, de m bolas tomadas rar, isto €, A = monr

Os 3 primeiros algarismos da sequéncia numérica ordenada serao
escolhidos entre os 5 da urna I. Temos: A, ; = 60 possibilidades. Seus
2 Ultimos algarismos serao escolhidos entre os 3 da urna Il. Temos:
A ,= 6 possibilidades. Assim, ao todo ha 60 - 6 = 360 possibilidades.

5 | Fundamentos de Matematica Elementar
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57.

59.

60.

61.

62.

63.

Analogamente ao anterior, o nimero de possibilidades é:

A ,"A,=12-6=T72

Pelo exercicio anterior, o nimero de fungdes injetoras definidas de A
emBéA, , = 60.

Cada funcao f: 1 — Asera definida por uma énupla de imagens, em que
os elementos da énupla ndo sdo necessariamente distintos e devem
ser escolhidos entre os m disponiveis em A. Logo, o nimero de fungoes
€ o nimero de arranjos com repeticao dos m elementos de A tomados
nan,isto & mn.

f: A — B € bijetora se ocorrer, simultaneamente:

(I) féinjetora

(I) f é sobrejetora, isto €, todo elemento de B € imagem de algum
elemento de A por f.

Assim, o nimero de funcoes bijetoras € o nimero de arranjos de n
elementos distintos tomados n a n, pois neste caso cada funcao bijetora
fica definida por uma énupla de imagens, em que seus elementos sao
todos distintos. Isto &, ficam definidas An,n = n! funcgodes bijetoras.

Como importa a ordem dos algarismos, cada ndmero formado € um
arranjo dos 9 algarismos tomados 3 a 3, isto €, A, , = 504.

Cada nimero é uma tripla ordenada de algarismos (a, b, ¢). Determina-
remos inicialmente o total de nidmeros de 3 algarismos:

e apode serescolhido de 9 possibilidades diferentes (o0 0 nao convém
para algarismo das centenas).

* b e ¢ serao escolhidos entre os 10 algarismos, podendo haver
repeticdo. Assim, o nUmero de possibilidades é o numero de
arranjos com repeticdo de 10 algarismos tomados 2 a 2, isto €,
10 - 10 = 100.

Assim, ao todo, ha 9 - 100 = 900 nldmeros de 3 algarismos.
Determinaremos agora o total de ndmeros formados por algarismos
distintos:

¢ Novamente, a pode ser escolhido de 9 maneiras.

e Uma vez determinado o algarismo das centenas — a —, 0 nimero
de possibilidades de escolher b e ¢ € o nimero de arranjos dos 9
algarismos tomados 2 a 2, isto €, Ay, =T2.

Assim, ha 9 - 72 = 648 nlimeros formados por algarismos distintos.
Portanto, o total de nimeros de 3 algarismos em que pelo menos 2 sao
repetidos € 900 — 648 = 252.

Fundamentos de Matematica Elementar | 5
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66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
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Cada placa é uma séxtupla ordenada tal que:

* seus 2 primeiros elementos sao as letras A e B, podendo haver
repeticao. Entdo, o nimero de possibilidades € o nimero de arranjos
com repeticao das 2 letras tomadas 2 a 2, isto €,2 - 2 = 4.

e seus elementos restantes sao algarismos distintos escolhidos do
conjunto: {0, 2, 4, 6, 8}. 0 nimero de possibilidades € A, , = 120.

Assim, ha, ao todo, 4 - 120 = 480 placas.

As triplas ordenadas de algarismos que nos interessam sao do tipo:
(5, — —)ou (6, —, —)ou (7, —, —)ou (8, —, —)ou (9, —, —)

Em qualquer uma das situacoes acima, o nimero de triplas possiveis
€A, , = 56.

Entao, o total de nimeros é: 56 + 56 + 56 + 56 + 56 = 280

Como os algarismos podem se repetir, 0 que nos interessa séo 0s
arranjos com repeticao dos 5 niimeros tomados 3 a 3, isto €, 5% = 125.

O total de ndmeros de 4 algarismos € o nlimero de arranjos com
repeticao dos 9 algarismos tomados 4 a 4, isto €, 9* = 6561.

O total de nimeros de 4 algarismos em que eles sao distintos é
A, , = 3024.

Logo, a diferenca 6561 — 3024 = 3537 fornece a quantidade de
ndmeros em que pelo menos 2 de seus algarismos sao iguais.

As triplas ordenadas de algarismos que nos interessam sao do tipo:
(2, -, —)ou(— 2, )ou(— — 2)

Lembrando que o nimero formado nao pode conter o “6”, o total de
nuameros formados em cada configuragdo acima € A, , = 6.

Logo, o resultado procurado é: 6 + 6 + 6 = 18

As quadruplas ordenadas de algarismos que nos interessam sao do tipo:
1,4, _, )ou(d, —, 4, Jou(d, —, — 4)ou(— 1,4, Hou(-1,_,4)
ou(—, —1,4)

O nimero de quadruplas possiveis de cada tipo é A, , =12

Assim, o nimero total de arranjos é: 12 + 12 + 12 + 12 + 12 + 12 =72

Cada numero formado é uma tripla ordenada do tipo:
(— —2)0U(—, —, 4)ouU(—, —, 06)

O nimero de triplas possiveis de cada tipo é: A, =20
Assim, o resultado procurado é: 20 + 20 + 20 = 60

As quadruplas ordenadas de algarismos escolhidos entre os dados sao
do tipo: (—, —, —, 1) ou (—, —, —, 3)ou (—, —, —, B)

O nimero de quadruplas de cada tipo é: A, , =60

Dessa forma, o total de nimeros formados é: 60 + 60 + 60 = 180

5 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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73.

74.

75.

77.

78.

79.

As triplas ordenadas de algarismos que nos interessam sao do tipo:
(_’ - 5)

Podendo haver repeticdo, o nimero de triplas possiveis € o nimero de
arranjos com repeticao dos 4 algarismos tomados 2 a 2,isto €, 4 - 4 = 16.

Cada numero formado é uma quadrupla ordenada de algarismos do
tipo: (—, —, —, B). O nimero de quadruplas desse tipo é A, , = 60.

Um nimero € multiplo de 4 quando terminar em “00” ou quando
seus 2 Ultimos algarismos formarem um nidmero divisivel por 4. Como
dispomos apenas dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, as quadruplas
ordenadas de algarismos que nos interessam sao do tipo:
(——1,2)ou(—,— 1,6)0u(—, — 2,4)0U(—, — 3,2)0U(—, —, 3,6)
ou (—, —,5,2)ou(—, —, 5,6)0u(—, —, 6,4)

Para cada tipo ha: A, , = 12 possibilidades. Assim, o resultado
procurado é: 8 - 12 = 96

Consideremos inicialmente que, com os algarismos dados, é possivel
escrever nimeros com 4 ou com 5 algarismos que sejam maiores que
2500.

() Com 4 algarismos, as quadruplas que nos interessam sao do tipo:
(2,5, —,)ou(3,—,—,)ou(4,—,—, )ou(b, —, —, )

| } } |
A,,=6 A, =24 A, =24 A, =24

possibilidades p055|b|I|dades p055|b|I|dades p055|b|||dades

Logo, com 4 algarismos, ha 6 + 24 + 24 + 24 = 78 ndmeros maiores
que 2500.

(1) Com 5 algarismos, qualquer nimero formado é maior que 2500. O
total de nimeros formados com 5 algarismos € o nimero de permuta-
¢oes possiveis dos 5 algarismos dados, isto €, P, = 5! = 120.
Juntando (1) e (Il), temos ao todo: 78 + 120 = 198 nlimeros.

As triplas ordenadas de algarismos escolhidos entre os dados que nos
interessam sao do tipo:

(14, —, )ou(2,—,—)ou (b, —, —)ou (6, —, )

O nimero de triplas de cada tipo é: A, , =12

Logo, o total pedido é: 4 - 12 = 48

0 ndmero 43892 é precedido pelos nimeros da forma:
I. (2, -, —, — —), que sdo em numero de P, = 4! = 24
(3 —, —), que séo em nimero de P, = 4! = 24
III (4,2, —, —,—),que sdo em nimero de P, = 3! = 6
IV. (4, 3,2, —, ), que sdo em nimero de P, = 21 = 2
V. (4,3,8,2,),quesdoemnimerode P, = 1! =1

r—1 —

’ ’ ’
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82.

84.

85.
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De (1), (1), (I, (IV) e (V), concluimos que 43892 é precedido de:
24 + 24 + 6 + 2 + 1 = 57 numeros. Portanto, ele ocupa a 582 posicao.

Em cada prognéstico simples, vocé deve escolher 1 entre as 3 colunas
disponiveis (coluna 1, coluna do meio, coluna 2). Isso pode ser feito de
A3, , = 3 maneiras. No prognéstico duplo, vocé deve escolher 2 entre as
3 colunas, lembrando, por exemplo, que escolher as colunas 1 e 2 é o

mesmo que escolher as colunas 2 e 1. Assim, o total de possibilidades

A
de se preencher um jogo com prognéstico duplo é: 22 =3

Suponhamos, por exemplo, que o jogo 1 seja preenchido com um
“duplo” e os restantes com “simples”. Pela discussdo anterior, ha
3-3-3-..:3 = 3% maneiras de se preencher esse cartao.

t 1 t
1o 20 .. 130
jogo
Ora, o jogo escolhido para ser preenchido com o prognostico duplo
podesero 2, 3, ..., 13.

Assim, o total de possibilidades é: 13 - 3

Cada forma de dispor as maquinas para montar a peca € uma
permutacao das 7 maquinas disponiveis. Assim, o resultado procurado
é: P, =71=5040

Os r elementos dos k destacados podem ser escolhidos de Ak' ,formas.
Os outros n — r elementos devem ser escolhidos entre os m — k rema-
nescentes, havendo entao Am—k, ._, bossibilidades. Por fim, podemos
colocar o “bloco” dos r, num total de (n —r + 1) posicoes.

Assim, o resultado procurado é: (n—r + 1) - Ak’ <A

r m-k,n—r

Temos as seguintes possibilidades:

F_ = Bl = 120 anagramas
L = Bl = 120 anagramas
T = Bl = 120 anagramas
R ___ = bl = 120 anagramas

Assim, ao todo ha 120 + 120 + 120 + 120 = 480 anagramas.

0 inteiro formado pode apresentar:

1 algarismo: Ha 4 possibilidades.

2 algarismos: Ha A, , = 12 possibilidades.

3 algarismos: Ha A, ; = 24 possibilidades.

4 algarismos: Ha P, = 4! = 24 possibilidades.

Assim, ao todo, podemos formar: 4 + 12 + 24 + 24 = 64 nimeros inteiros.
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

Fixadas as consoantes nas posicoes de ordem impar, isto €,
c_c_C_..

as vogais podem ser permutadas de N! maneiras, alternando-se com
as consoantes. Por outro lado, as consoantes também podem ser
dispostas de N! maneiras. Assim, neste caso, ha N! N! possibilidades.
Analogamente, se as consoantes estiverem ocupando as posicoes de
ordem par, ha N! N! possibilidades.

Logo, o resultado procurado € N! N! + NI NI = 2(N!)2,

Cada palavra é uma permutacao das letras: P, E, R, N, A, M, B, U, C, O.
Logo, ha 10! anagramas.

Comecando com a silaba PER, devemos apenas permutar as letras: N,
A, M, B, U, C, O. Logo, ha P, = 7! anagramas.

Solucao 1

Temos as seguintes possibilidades:
P____LouP____TouP____SouL____Pou
L. __TouL_—___SouS____PouS____Lou
S____TouT—_—_—__PouT_—___LouT____8S.

Em cada uma das possibilidades acima, devemos permutar as 4 letras
restantes, havendo assim 4! = 24 anagramas. Como temos 12 possibi-
lidades, o resultado procurado é: 12 - 24 = 288

Solucao 2

Como importa a ordem das consoantes que iniciam e terminam a pala-
vra, o nimero de modos de escolhé-las é A4, ,- Uma vez determinadas
as consoantes, ha 4 letras a serem permutadas, num total de P4 = 4!
anagramas.

Assim, o resultado procurado é: A4,2 P, = 12 - 24 = 288

Os anagramas que nos interessam sao da forma:

_E_U__1_A

Neste caso devemos permutar apenas as letras: R, P, B, L, C. Assim, ao
todo, ha P, = 5! = 120 anagramas.

Para que nenhuma torre possa “comer” outra, elas nao podem ser
dispostas 2 a 2 na “horizontal” e na “vertical”, podendo apenas
ser dispostas na “diagonal” do tabuleiro. Assim, o nimero de formas de
colocar as 8 torres nas 8 “casas” da diagonal é: P, = 8!

Denotando os anuncios existentes por A, A, ..., A, cada maneira de
colocéa-los nos intervalos destinados a eles € uma permutacao dos ALA,
e AL

Logo, o resultado procurado é P, = 7! =5040.
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a) Se os homens devem ficar juntos, devemos considera-los como
“uma s6 pessoa” que, junto com as outras 5 mulheres, devem ser
permutados, num total de 6! permutacoes. Porém, em cada uma
dessas permutacoes, os homens devem ser permutados entre si, num
total de 4! permutacoes. Assim, o nimero total de permutacoes é: 6! -
41 = 17280

b) Notemos que os homens devem ficar juntos, funcionando como
“uma s6 pessoa”, e as mulheres juntas também funcionardo como
“uma Unica pessoa”, dando um total de 2! permutagdes. Porém, em
cada uma dessas permutagdes os homens devem ser permutados
entre si, num total de 4! maneiras, 0 mesmo acontecendo com as
mulheres, num total de 5! maneiras.

Assim, ao todo ha 2! - 4! - 5! = 5760 permutacdes possiveis.

Se 0os meninos estiverem ocupando as posicoes de ordem impar da
fila (13, 3%, ..., 92), ficam determinadas 5! permutacoes possiveis entre
as mulheres para ocuparem as posicoes de ordem par. Lembrando
que cada um dos meninos pode ocupar qualquer uma das posicoes
impares, os meninos também podem ser permutados de 5! maneiras.
Assim, o total é 5! 5! permutacoes.

Analogamente, se 0s meninos estiverem ocupando as posicoes de
ordem par, ha 5! 5! permutacgoes.

Juntando-se as duas possibilidades acima, ha, ao todo:

BI51 + 515!'=2-5!15! =28800

Sejam a, b, ¢, d, e as alternativas.

O ndmero total de maneiras de ordenar as alternativas é P, = 3!, que
corresponde as permutacoes dos elementos a, b, ¢, d, e.

O nuimero de maneiras de ordenar as alternativas, sendo a primeira
correta, € P4 = 4, pois, neste caso, basta permutar as letras b, ¢, d, e.
Analogamente, o nimero de maneiras de ordenar as alternativas,
sendo a Ultima correta, € P, = 4.

Assim, o resultado pedido é dado pela diferenca:

B5l— (4! +4)=120-24-24 =72

0 ndmero de maneiras de escolher os dois homens a fim de ocupar as
extremidades da fila € o nimero de arranjos dos 3 homens tomados
2 a 2, pois importa a ordem em que forem escolhidas as extremidades
da fila. Em cada uma das possibilidades, devemos permutar as 4
pessoas remanescentes (1 homem e 3 mulheres), num total de
P, = 4! permutagoes.

Logo, ao todo ha: A, , - P, = 3! 41 = 144 possibilidades.
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97.

98.

99.

101.

102.

O namero total de maneiras de dispor as 6 pessoas numa fila é
P, = 6! = 720. Se Geraldo (G) e Francisco (F) ficam juntos, eles fun-
cionam como “uma sob pessoa”, devendo se permutar com as 4 outras,
num total de 5! permutacdes. Em cada uma dessas permutacoes, G e
F podem se permutar entre si de 2! maneiras. Dessa forma G e F ficam
juntos em 5! 21 = 240 configuragoes.

Entao, a diferenca 720 — 240 = 480 fornece o nimero de maneiras em
que G e F nao ficam sentados um ao lado do outro.

O ndmero de maneiras de escolher as letras € o nimero de permuta-
¢Oes das letras A, B, C, isto €, P, = 3! = 6.

O ndmero de maneiras de escolher os 4 algarismos entre os 5
algarismos pares € o nimero de arranjos dos 5 algarismos tomados 4
a4, istoé A, , = 120.

Dessa forma, a placa pode ser formada de 6 - 120 = 720 maneiras
diferentes.

Denotando por 1 os algarismos “0”, “2” e “4” agrupados, podemos ter
as seguintes possibilidades:

_O_: 0s 2 algarismos restantes devem ser escolhidos entre os
7 restantes e os elementos de [J podem se permutar entre si. Assim,
ha A, , - P, = 252 possibilidades.

_ _ [O: Analogamente ao anterior, ha 252 possibilidades.

O _ _: Neste caso, os 2 algarismos restantes podem ser escolhidos
de A7‘ , = 42 maneiras. Porém, das permutagdes possiveis dos
elementos de [, devemos descontar as 2 que iniciam por “0”. Assim, ha
A, (P,—2)=42-4 = 168.

Assim, ao todo, ha 252 + 252 + 168 = 672 nuimeros.

Utilizando o resultado do exercicio anterior, ha (12 — 1)l = 11!
permutacoes circulares das 12 criangas.

Calculando as permutacoes circulares das 4 contas, obtemos
(4 — 1)! = 3! = 6 possibilidades. Chamando as contas de 1, 2, 3 e 4,
1

notamos que o colar determinado pela posicao das contas 2@3
1 4
é 0 mesmo que o determinado por 3@2 , que é obtido “virando-

4
se” o colar. Assim, cada permutacao circular foi contada 2 vezes.

Entao, temos: % = 3 colares.
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110.
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m=3

Fixando-se 0os meninos na roda, as meninas podem ser dispostas de
3! maneiras.

Por outro lado, ha (3 — 1)! = 2! modos de formar uma roda s6 com os
meninos. Assim, 3 meninos e 3 meninas podem ser alternadamente
dispostos em uma roda de 2! 3! = 12 maneiras.

Generalizando, temos: (m — 1)! m! possibilidades.

a) 5! + 71 = 120 + 5040 = 5160 # 12! (= 479001 600)
b) 8!—3! = 40320 - 6 = 40314 # 5! (= 120)
c) 2-(5l)=2-120 = 240 e (2 - 5)! = 10! = 3628800

m!
A (m—3)!
= =——— =4=m-2=4=m=6
A, m!
(m—=2)!
(n—1)!
A, 3 (n—-1-3)! 3 n-3_3
nl,3:_ At AL -2 :12
AL 4 o 27"z "
(n—3)!
_ m! m(m—21)(m—-2)(m-3)! _
Amvs—BOm:m—SOm: m=3) =30m=

= (Mm-1)(m-2) =30 = m?-3m - 28 = 0; cujas raizes sao 4 e 7.
Desprezando a raiz negativa, segue que m = 7.
S={7}

Mm+2=72m!= (m + 2)(m + I)m! = 72m! = m? + 3m—-70 = O.
Resolvendo a equacdo do 2° grau e observando a condicao de
existéncia, segue que m = 7.

Notando que 6! = 720, temos:
(n=-6)!=6!=>n-6=6=>n=12
S ={12}
n! _ (2n)!
TR T
=2nn—-1) + 50 = 2n)2n—-1) = 2n>=50=n =-50un = 5.
Como n = — 5 nao satisfaz as condicoes de existéncia, vem que n = 5.

2A ,+50=A, ,=2-
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112, De fato,
nN--2)=nn-1)n-2)!'-(n—-2)! = (n=2)![n(h-1)-1] =
= (n—-2)! (n2—n-1), que é o que queriamos demonstrar.

113. a) De fato,
1 1 1 1 n+1-1 n , .
WA D N (Dl T (ntDnl C (n gt aueeos
membro da igualdade.
b) Desenvolveremos o 2° membro e tentaremos chegar ao 1° membro.
Defato,[(m+ 1) -m!]- (m-A)!=[(mM+ 1) - m-mlm-21)! =
=mm+1-D]- Mm-D=ml-m-(M-D!'=m!-m!=

m!

= (m!)?, que é o que queriamos demonstrar.

115. a) Vamos multiplicar e dividir a expressao dadapor2 -4 -6 - ... - (2n)
e aplicar o resultado do exercicio anterior.
Temos:
N4 A, . . 2°4-6-...-(2n) _
1-3:5-..-2n-1)=1-3-5-...-(2n—-1) 246 .2

1-2-3-4-5-6-..-(2n—-1)(2n) _ (2n)!
2:4-6-..-(2n) ~2n-ql

b) Temos:

12.22.32. .-n2=(1-1)-(2-2)-(3:3)-(4-4)-..-(n-n)=

=(1-2-3-..-n)-(1-2-3-...-n)=n!-nl = (n!)?

116. Temos:
(k!)3 o [ke(k=1)-(k=2)-..-3-2-1P}
(k=112 {(k=1)k—=2) ... 3-2-1) -

3. _ _ . . . . 1713
= k{(k[ikl)(lk)(—kz)g)_".:.33.22. 1;]-2] =K [(k—1)(k=2):..-3-2-1] =
(k=11

=k (k-1 =k k- (k=1 =k Kl
[ S — )

k!
117. Temos:
O U U Ul
118. Temos:

(M + 2) = (m+ DI m! = [(m+2)(m + 1)l —(m + ] m! =
—m+DMm+2-D]-m'=(m+ D (m+1)m=[m+ D

(m + 1!
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Sabendo que m - m! = (m + 1)! — m!, podemos escrever:

1-U=1+D-11=2-1
2.21=(2+1)1-21 = 312!
3-31=(3+1)!-3! =41-3!

m-ml=m+2D-m=(m+ 1) -—m!

Somando membro a membro as relagdes acima, vem:
1-11+2-214+3-31+..+m-m=-11+M+Y!=m+1'-1

Temos:

n2-(n—2)!<1—%>= n2-(n—2)!<n;1)=n(n—l)(n—2)! =nl

Desenvolvendo a somatoria, temos:

n | _ 1 n 2 + 3 + i n
;(i+1)!_(1+1)! 2+ @+ T (n+ 1)

Utilizando a sugestao, podemos escrever:
. i 1 1 1 1 1 1
Doy T <T_ ar 1)!)+ (E_ 2+ 1)!) + (ﬁ_ G+ 1)!)+

1 1
"+(ﬁ_(n+1)!)

Cancelando, vem:

d i 1 1 _ 1 p .
Zi —(i T ET) _—(n T 1- —(n T que é o0 que queriamos
demonstrar.

Temos:
1 1 _ 1 1 _ 1 1 _
DR n!( + n+1)_
_1lnt2 nt2 que é o que queriamos demonstrar.
== = , .
nt n+1 (n + 1)!
(n+ N
Temos:
M+ ++DP-_ n+2)n+Hn(n-H'+ (n+ Hin-1)! _
(n+ )(n—-1)! (n+ 1)(n-1)!
(n+ D(n—=D!(n + 2)n + 1]

- . _ . )
n + (n—1) n?+2n+1=(n+ 1)% que éoque

gueriamos demonstrar.
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125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

Basta formar todos os subconjuntos de M formados por 2 elementos,
isto &, {7, 8}, {7, 9}, {7, 0}, {8, 9}, {8, 0}, {9, O}.

O numero de subconjuntos de A com 4 elementos € o nimero de
combinacodes de n elementos tomados 4 a 4, isto €&,
c = n! _ n!

na T AN (n=-4) T 24 (n-4)!

Seja n o numero de elementos de A. O nimero de subconjuntos de A
formados por 2 elementos é o nidmero de combinacoes de n elementos
tomados 2 a 2, isto é:

. _n P _ . P ~
C.,=45= =2 45 =n?-n-90 = 0O, cujas raizes sao 10 e
—9. Desprezando a raiz negativa, vem que n = 10.

8!
Copiz _,_, PTAEP-2 _,
8 p+1 8'

(p+1IE-p-1
G-plp+ D' _,_  7-p _

= = =2=>p=1
P T2 (6-p) p+ 2 P
DeA =C_ vem:
m, p m, p
m! _ m!

= . Cancelando os termos semelhantes, vem que
(m=p)! p! (M —p)!

p!=1,dondep=0o0up=1.
m! m!

=84 = —_— = 504,ist0 §,A_, = 504.

Crs =84 =31 m—3) (m-3) 3

n! — o8
An-21 “°7

=n(h—1) =56=n?>-n—-56 = 0, cujas raizes sdo —7 e 8. Desprezando
a raiz negativa, temos que n = 8.

(2):28:>Cm2:28:>

A,~6:C,=0=A_=6-C,=>

X, 2
x! x! 3

= %-3 P ax-ap ot x—2 X"
_ 0. _+D Lyt
Aera=20Co= i =20 oo
(n+1n _ 10n! 10
=3l moomn-3 "ttt 3
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136.

137.

138.
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= n?-n-12 = 0, cujas raizes sdo 4 e —3. Desprezando a raiz negativa,
temos que n = 4.

o m m! ___25m!
Ans™Cns =25 Cops = (m=3)! 3I(m-3)! (m-1)! 1!
N m! 1_i: 25 m! N

(m—=23)! 6 (m-=1)!
5 25 1 5
= S S 5

Bm-3) (M-Lm-2)m-3! 6 (m-1)(m-2)

= m?-3m-28 = 0.
Resolvendo essa equacao e observando a condicao de existéncia, vem
quem = 7.
_ ) (n+2)! 10080 (n + 1)!
Avia; =10080-C = (n—5) 7' (n—-06)!
(n+2)n+1) _ 2n+ 1! 10— _
n=5)n-6) n=6)l =2n-10=n+2=n=12.

Logo, a = 12. Dai, f(a) = f(12) = 122 -3 - 12 + 1 = 109.

_ . mt 180 m!
Ans =180 Co s = BT ~ Bm-3)
1 _ 30
m-5)1 _ (m-3)(m—4)(m-5)!

raizes sdo 9 e —2. Como —2 nao convém, temos que m = 9.

=

= m?-T7m - 18 = 0, cujas

p. 3

_ _ ) pl  _ _12p!
12=A ,=12-C ,= -3 A (p-a =

p, 4

1
(P-3)p-4)! 2(p-4)

{c =78
P

=

'=>p—3=2=>p=5.

n,

A =156

n, p

l
Notemos que C o= 78 :'L =78=>
" p! (n—p)!
n!
- = . | = |
= n=p) 78 -pl=A  =78p!

Entdo, o sistema pode ser escrito comoy , "

A =156
n,p
Comparando as duas equacoes, temos que: 78 p! = 156 = p! = 2,
donde p = 2.
Substituindo p = 2 em qualquer uma das equacgodes, vem que n = 13.

Logo, S = {(13, 2)}.

{A =78 p!
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139.

141.

142.

143.

144.

Seja (n + 1)(n + 2) ... (n + m) o produto. Multiplicando numerador e

denominador porn! =n(n—-1)(n—-2)-...- 2 -1, vem:
 nn-1)(n-2)..2-1 _
n+1(n+2)...(n+m) -2 .21
n+m)! m  (n+m) Y
T Tml  amt

(n + m)
m
_ (n + m) m!
m
Como (n + m)é inteiro, segue que (n + 1)(n + 2) ... (n + m) é divisivel
m

por ml.

Cada resultado possivel consiste em uma combinacao das 52 cartas,
tomadas 4 a 4.
_ 52!

41 48!
Notemos inicialmente que A dar a mao para B € a mesma coisa que B
dar a mao para A. Assim, cada aperto de mao € uma combinacao das n
pessoas tomadas 2 a 2. Temos, entao:

_ nt__ s op =

C.,=45= CERIP] 45=n*-n-90=0
Resolvendo a equacgao e desprezando a raiz negativa, segue que n = 10.

Logo, o0 nimero de resultados possiveis é C52,4 = 270725.

Como num produto ndo importa a ordem dos fatores, cada produto é
uma combinacao dos 5 digitos disponiveis, tomados 3 a 3.
Logo, o nimero de produtos é 05'3 = 10.

Numa comissao nao importa a ordem das pessoas escolhidas. As comis-
soes formadas poderdo apresentar 4, 5, ... ou até 10 pessoas, escolhi-
das sempre entre as 10 disponiveis. Logo, o nlmero de comissoes é:

_ (10 10 10
o Gy 0y = (19)(10) .+ 19)

Por outro lado, sabemos que:
(10)+ <1o> n .“_{_(10):210
0 1 10
Assim’<1o)+ (10) . +<1o):210_(10)_(10)_(10)_(10)’
4 5 10 0 1 2 3
isto é,(10> + (10> +ot (10) = 848,
4 10

5
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151.

152.

153.
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0 saldao podera ser aberto abrindo-se 1, 2, ... ou até 10 portas,
escolhidas entre as 10 existentes. Observemos que abrir as portas (A,
B, C, D), por exemplo, € 0 mesmo que abrir as portas (B, C, D, A). Logo,
o nimero de possibilidades é:

_ (10 10 10 _ _
C:I.O,1+C10,2+ +C:LO,10_< 1)"‘ (2 >+ +(10>— 210-1=1023

Como cada jogo € uma combinacdo dos 10 times tomados 2 a 2, o
ndmero de jogos no primeiro turno é Cio o

Como o torneio é disputado em 2 turnos e houve um jogo extra, o total
dejogosé:2-C, ,+1=91

Como nao importa a ordem, cada aperto de mao € uma combinacao
das 5 pessoas tomadas 2 a 2. O nimero total de apertos de mao é
C, ,- Entre os conhecidos, sao dados C, , apertos de mao.

Portanto, a diferenca C; , — C, , = 7 fornece o numero de apertos de
mao efetivamente dados.

Como Jodo € o Unico goleiro, o nimero de maneiras de escalar os outros
4 jogadores (ndo importando a ordem em que eles sao escolhidos) é:
C,, =126

Como Ari e Arnaldo devem ser necessariamente escalados, sobram,
no time, 3 vagas para serem preenchidas pelos 8 jogadores restantes.
Logo, o numero de possibilidades de escalar o time é: C, , = 56

Seja n o nimero minimo de piadas que ele pode contar em 35 anos.
Em cada ano, o nimero de piadas que ele conta € uma combinacao
das n piadas tomadas 3 a 3.

Devemos ter: <g> =35=nn-1)(n-2)=210=

=n®-3n’+2n-210=0

As possiveis raizes racionais dessa equacao sao os divisores inteiros
de 210. Verifica-se que n = 7 é a Unica raiz real dessa equacao
(73-3-724+2-7-210 = 0). Logo, n = 7.

4

Os 3 carros podem ser escolhidos de = 4 formas; os 3 pilotos podem

ser escolhidos de (g) = 4 formas, totalizando 4 - 4 = 16 possibilidades.

Dentre elas, em apenas uma situacdo nem piloto nem carro é brasileiro.
Dessa forma, o nimero de maneiras de fazer a inscricdo em que pelo
menos um piloto ou carro é brasileiro é: 16 —1 = 15

Misturar {A, B, C, D, E, F} € o mesmo que misturar {B, F, A, D, C, E}. Assim,
o nlimero total de misturas existentes é: C:LO, - Por outro lado, o nimero de
combinacoes em que as duas substancias explosivas aparecem é: C& B

5 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

154.

155.

156.

Logo, a diferenca Cmy6 - C&4 = 140 fornece o nimero de modos

possiveis de efetuar as misturas.

a) Excluindo os matematicos, cada comissdo é uma combinacao das

outras 15 pessoas tomadas 10 a 10, isto €, Cis 0= 18 .
b) Neste caso, sobram apenas 5 vagas para serem ocupadas pelos
outros 15 participantes, isto é, Cus= %55 .

c) Podemos escolher 9 entre os outros 15 participantes de <195)

formas. Cada comissao sera formada quando um dos matematicos se

juntar a esses 15 grupos.

Como existem 5 matematicos, teremos ao todo 5 - (195> comissoes.

d) O nudmero total de comissoes possiveis € C, , . Pela parte a), vimos
que o nimero de comissdoes em que nenhum membro é matematico é
C15 10- Assim, o nimero de comissoes em que pelo menos um membro

€ matematico é:C,, ,,—C,; ,, = (ig) - ( ig)

0 nimero de comissdes formadas em que A e B comparecem € <8>

0 nimero de comissdes em que A e B nao participam é (g) Assim, o

ndmero total de comissoes possiveis sera dado por <§> + (g) =112.

Sejam: A (administrador) e E (economista),

podemos ter os seguintes “tipos” de comissao:

{A,A,A E,E,E}ou{A,A,A A E,E}ou{A,A A A A E}ou {A A A A A AL
Analisando a 12 “possibilidade” de comissao, temos:

Podemos escolher 3 entre 6 administradores de (g) = 20 formas e

podemos escolher 3 entre 10 economistas de (130) = 120 formas.

Cada grupo de 3 administradores devera se juntar a um dos 120 grupos
de economistas, formando uma comissao. Como existem 20 grupos de
administradores, teremos ao todo 20 - 120 = 2400 comissoes.
Analogamente, temos:

{AAAAEE—>C, C,,=675comissoes

{A,A,A,A,A E} > C

6.5 " Ci . = 60 comissoes
{AAA A A A - C, = 1comissao
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Somando todas as possibilidades, temos: 2400 + 675 + 60 + 1 =
= 3136 comissoes

Sejam: D (diretor) e G (gerente)

Podemos ter os seguintes “tipos” de comissoes:

{b,G,G,G G —»C,,-C,,=15

{b,D,G,G,G—>C,,-C,,=30

{b,D,D,G, G —»C,,-C,,=10

Logo, o numero total de comissoes possiveis é: 15 + 30 + 10 = 55

0 nimero de grupos formados nos quais marido e mulher participam é:
C

8,2
O numero de grupos em que eles nao participam é: Cs .

Logo, o nimero de maneiras de formar o grupo é: C, 2'+ C,, =98

0 ndmero total de formas de selecionar 2 meias é: C, .. Ha apenas 8
combinacoes de meias do mesmo par. Logo, o nimero de maneiras de
selecionar 2 meias sem que elas sejam do mesmo par é:C,, ,—8 = 112

a) Cadacomissao formada € uma combinacao de 11 pessoas tomadas

3 a3, istoé, C,, , = 165 comissoes.

b) Podemos escolher 2 entre 5 homens de <5> modos e uma entre 6
mulheres de (? modos. Logo, o nimero de comissdes possiveis é:
5\ (6
. =60
20

Cada extracao é uma combinacao das pecas tomadas 8 a 8, pois nao
influi @ ordem em que elas sao extraidas. Podemos escolher 4 entre 50

pecas boas de <540> formas e 4 entre 10 defeituosas de <:ZO> formas.
Assim, ha (540) . (140> possibilidades.

Podemos escolher 2 entre 5 brancas de (5) = 10 formas e 4 entre 7
pretas de (Z) = 35 formas.

Entao, temos, ao todo, 10 - 35 = 350 possibilidades.

Podemos escolher 3 entre os 4 ases disponiveis de (g) = 4 formas. As

outras 2 cartas serao, entao, escolhidas entre as 48 restantes, havendo,
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165.

166.

167.

168.

169.

170.

portanto, (428) = 1128 possibilidades. Cada terno de ases devera se

“juntar” a um dos 1128 grupos, formando um subconjunto. Como ha 4
ternos de ases, ao todo teremos 4 - 1128 = 4512 subconjuntos.

a) Ha (;) = 3 possibilidades de escolher 2 entre 3 vermelhas.
b) Podemos escolher 2 entre 5 bolas brancas de (g) = 10 formas.

¢) Podemos escolher 1 entre 3 vermelhas de (3) = 3 formas e 1 entre

5 brancas de <5> = 5 formas. Logo, o nimero de possibilidades é
3-5=15.

Podemos ter:

{P,P,P,PBBB:C,, C,, =1800
{P,P,PPPBB:C, -C,,=270
{P,P,PPPPB:C, -C,, =10

Ao todo, temos: 1800 + 270 + 10 = 2080 modos.

Ha <;> maneiras de escolher 3 entre 7 brasileiros e <g> maneiras de
escolher 3 entre os 4 japoneses.

Entdo, ha (;) : (;‘) — 140 possibilidades.

Cada grupo de 3 estatisticos devera se juntar a um dos <6> grupos

de economistas. Como ha ( > grupos de estatisticos, ao todo teremos:

(;) <g> = 700 comissoes.

Cada tripla de professores de Matematica devera se juntar a uma

das (122) duplas de professores de Fisica. Como ha (33()) triplas de

12

matematicos, o nimero total de comissoes é: (330>( 5

) = 267960

Ha 8 possibilidades para se escolher o presidente neste grupo. Os
outros 3 membros serao escolhidos entre os 7 restantes, num total
de <7> = 35 grupos. Em cada comissao, o presidente se junta a um

3
desses 35 grupos. Logo, ha, ao todo, 8 - 35 = 280 comissoes.
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171. Podemos escolher 2 entre 5 médicos de g maneiras, 2 entre 7

engenheiros de (;) maneiras e 1 entre 3 advogados de <:3L> maneiras.

Logo, o nUmero de comissoes possiveis é: (g) (;) (i) = 630.

172. As criancas podem ter 1, 2 ou 3 nomes.
Com 1 nome, o nimero de maneiras de chamar a crianca é (320> = 300.

300)

Com 2 nomes, temos( possibilidades.

Com 3 nomes, temos (32()) possibilidades.

Juntando as trés situacoes possiveis, temos:
300 300 300
+ + nomes.

(25 (520)+ (58

173. Inicialmente notemos que cada forma de ocupar as cadeiras corres-
ponde a escolha de 4 entre 8 cadeiras disponiveis, nao importando a
ordem em que elas sao escolhidas (por exemplo, escolher as cadeiras
A, B, C, D é o mesmo que escolher as cadeiras B, C, D, A). Por outro
lado, para cada conjunto de cadeiras escolhidas, ha 4! formas de se
sentar, que corresponde a permutacao das 4 pessoas, nas referidas

cadeiras. Como ha <i> = C&4 conjuntos de cadeiras a escolher, o total

de configuracoes é: C, , - P, = (i) - 4! = 1680

174. Podemos escolher 4 dentre os 7 voluntarios de (Z) = 35 formas

distintas, a fim de exercer as 4 funcoes. Suponhamos que tenham sido
escolhidos os voluntarios {V, V,, V,, V. v, podera exercer qualquer
uma das 4 fungoes, assim como V,, V_ e V,. Em outras palavras, havera
uma permutacao dos 4 voluntarios escolhidos no exercicio de cada
uma das funcoes.

Como ha 35 maneiras de escolher os voluntarios, o total de
possibilidades é: 35 - 4] = 840

175. Como cada reta fica determinada por 2 pontos e nao existem 3 pontos
colineares, cada reta € uma combinacao dos 5 pontos tomados 2 a 2,

5

que resulta (2) = 10 retas.

5 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

176.

177.

178.

179.

180.

182.

Cada plano formado € uma combinacao dos 4 pontos tomados 3 a 3,
pois, como sabemos, um plano fica determinado por trés pontos nao
colineares. Assim, o total de planos é: C4 5= 4

Cada triangulo formado € uma combinacgao dos n pontos tomados 3 a 3.
n!

Assim, o resultado procurado é: Cny3 = m

Como um dos vértices do triangulo ja esta determinado, cada triangulo
formado € uma combinacdo dos 11 pontos restantes tomados 2 a 2,

isto &, <1l> = 55.
2

Cada combinacao de 2 pontos, entre os 20 existentes, da origem a uma
reta, com exceg¢ao das combinagdes de 2 pontos tomados entre os 6
colineares, pois eles determinam uma Unica reta.

Assim, o resultado procurado é: (220)—@) +1=176

a) Cada combinacdo de 2 pontos, entre os 8 existentes, da origem a

uma corda. Assim, temos (g) = 28 cordas.

b) Cada tridangulo formado € uma combinagao dos 8 pontos tomados

3a3,istoé, (2) = 56.

¢) Cada combinacao de 6 pontos, entre os 8 existentes, da origem a

um hexagono. Assim, temos (2) = 28 hexagonos.

a) Cada combinacao de 2 pontos, entre os 8 vértices existentes, da
origem a um segmento com extremidades nos vértices do cubo. Temos:

(2) = 28 segmentos.

Devemos, desse valor, descontar:
¢ as diagonais da face. Sendo as faces quadradas, temos 2 diago-
nais por face. Como o cubo possui 6 faces, aotodoha 6 - 2 = 12
diagonais da face.
* as arestas do cubo, que sdo em nimero de 12.
Assim, o resultado procurado é: 28 - 12—-12 = 4
b) Cada combinacao de 2 pontos, entre os 6 vértices do octaedro, da
origem a um segmento com extremidades nos vértices do octaedro.

Temos: (S) = 15 segmentos.
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Se quisermos saber o nldmero de diagonais do octaedro, basta
descontar as 12 arestas, uma vez que, como suas faces sao triangulos,
nao ha diagonais das faces.

Assim, o resultado procurado é 15— 12 = 3.

183. Lembrando que o dodecaedro tem 12 faces, pela relacao de Euler:
V-A+F=2vemA = 30.
Cada combinacao de 2 pontos entre os 20 vértices do dodecaedro da

20

origem a uma reta. Temos: > = 190 retas. Dessas retas, precisamos

descontar as 30 arestas e as diagonais das faces. Sendo as faces

5-(5-3)
2

Dessa forma, o resultado procurado é: 190 -30-12 - 5 = 100

pentagonos, ha = 5 diagonais por face.

184. Notemos que um prisma, cuja base &€ um poligono de n lados, tem
2n vértices. Logo, o nimero de segmentos que ficam determinados

com extremidades nos vértices do prisma é (22'“). Se quisermos saber

o nimero de diagonais nao pertencentes as faces desse prisma,

devemos descontar:

e asdiagonais da base. Como a base € um poligono de n lados e ha 2

bases no prisma, o total a ser descontado é:

5. n(n —3)
2

e as diagonais das faces laterais. Como as faces laterais sao

quadrilateros, ha 2 diagonais por face. Havendo n faces laterais, o total
a ser descontado € 2 - n.

e as arestas do prisma. Ha 2n arestas das bases e n arestas laterais,
num total de 3n arestas.

Assim, o resultado procurado é:

(22n>—(n2—3n)— 2n-3n=n(2n—-1)—-(n>-3n)—-5n =
=n?2-3n=n(n-23)

=n%2-3n

185. Cada combinacao de 3 pontos entre os 7 disponiveis da origem a um
plano.

Assim, o niimero de planos é (;) = 3b.

186. Cada combinagao dos n pontos tomados 3 a 3 da origem a um plano,
descontadas, porém, as combinacdes 3 a 3 dos 5 pontos coplanares
que determinam um Unico plano.

Assim, o resultado procurado é: (n)_(S) +1= (n)_ 9
3 3 3
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187.

189.

190.

191.

192.

Cada superficie esférica fica determinada quando passar pelo ponto
fora do plano dado e por outros 3 quaisquer pontos do plano.

Assim, ha (139) = 969 superficies esféricas.
Cada combinacado de 3 pontos, entre os 18 existentes, da origem a um

triangulo, excluindo, porém, as combinacdes 3 a 3 dos pontos que estdo
sobre uma mesma reta. Assim, o nimero de tridngulos formados é:

(18>_<10)—<8> — 816 - 120 - 56 = 640.
3) 13)\3

Temos:

AW

/ / / / P
Notemos que cada paralelogramo ficara determinado ao escolhermos

2 entre as p retas e 2 entre as outras q retas.

Assim, o nimero de paralelogramos é: (g)(g)

As vogais podem ser escolhidas de <4> = 4 formas e as consoantes

de (g) = 10 formas, num total de 4 - 10 = 40 possibilidades. Para

cada uma dessas possibilidades, o nimero de palavras formadas é o
namero de permutacoes das 6 letras escolhidas, isto &, P
Entao, o total de palavras é: 40 - P, = 40 - 6! = 28800

Como existem 2 cavalos de cada cor, precisamos escolher 2 casas
entre as 64 disponiveis para colocar, por exemplo, os cavalos brancos.

Isso pode ser feito de (624> modos. Uma vez colocados os brancos,
devemos escolher 2 casas entre as 62 restantes, a fim de colocar os

cavalos pretos. Isso pode ser feito de (622> maneiras.

Assim, o resultado procurado é: (624)(622> = 3812256
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-®-P®-..0-

Dispostos os p sinais “+”, existem p + 1 posicoes que 0s sinais
podem ocupar. Como existem q sinais “~”, precisamos escolher q
lugares entre os p + 1 disponiveis.

“_n

Assim, o resultado procurado é: (p + 1)
q

Se um certo elemento figura na combinacao, faltam m — 1 elementos
para serem escolhidos entre os p — 1 restantes. O nimero de
possibilidades é ( p-1 )
Se 0 mesmo elemento nao figura na combinacao, os m elementos
deverao ser escolhidos entre os p — 1 remanescentes, havendo, entao,
(1)
p—-1 S . ~ . . m-1 m
possibilidades. Assim, a razao pedida é: =
m

(Pat) "

Como o determinado elemento deve fazer parte da combinacao, ficam
restando 2 nlimeros a serem escolhidos entre os 7 restantes.
0 resultado procurado €, entéo, C, , = 21.

U

Como dentre os “p” elementos escolhidos devem necessariamente
aparecer “k” elementos determinados, faltarao p — k elementos para
serem escolhidos entre os n — k restantes. O nimero de possibilidades

< = _[(n-K
é, entao, Cnfk'pfk —( )

p—k
Cada sequéncia formada consta de uma permutacdao de 12 sinais,
sendo 8 “+"e4 “~",istoé,n=12,n, = 8en, = 4.

12!

Logo, temos: P‘f2 4 = 495 formas possiveis.

T84l
Cada numero formado consta de uma sequéncia de 6 algarismos,
sendo dois “2”7, trés “3” e um “5”.
Assim, n = 6, n,= 2, n, = 3.

6!

orar - 00

Temos: P& 9 =
Cada maneira de dispor as faces sobre a mesa consta de uma
permutacéo das 6 faces, sendo 2 caras e 4 coroas. Assim, n = 6,
n, =2en, = 4. Temos:

pe.4 = W = 15 possibilidades.
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201.

202.

203.

204.

205.

207.

208.

Cada anagrama formado consta de uma permutacao das 8 letras,
sendo dois “A” e dois “I”, isto é,n =8,n, =2en, = 2.
.. 8
O resultado procurado é: P22 = Srar = 10080
0 niimero de anagramas da palavra ESTATISTICA é o ndimero de permu-
tacoes de 11 letras, sendo dois “S”, trés “T”, dois “A”, dois “I”, isto €,
11!

P2322 _m 831600.

_ |1 minuto — 1 anagrama
Dai, x = 831600 minutos ou 577 dias e meio.

x  —831600

Cada sequéncia obtida é uma permutacado das 20 faces, sendo 10
caras e 10 coroas, isto €, n = 20, n, =10 en, = 10. Assim, o resultado
procurado é:

Plo 10 — 20'
10! 10!
Cada numero formado é uma permutacao de 7 algarismos, sendo
7!
quatro deles “9”. Assim, o resultado pedido é: P4 T =210

Cada sequéncia de cores observadas € uma permutacao das 5 bolas,
sendo 3 delas vermelhas e 2 delas amarelas, isto ¢, n = 5,n, = 3 e
n,=2.
T P32 = &l =10 bilidad
emos: =315 possibilidades
Notemos inicialmente que a pessoa deve dar ao todo 3 + 2 = 5 passos
(3 para cima e 2 para a direita). Cada caminho possivel € entdo uma
permutacgao de 5 passos, sendo 3 para cima e 2 para a direita.
!
Assim, o nimero de caminhos possiveis é: P22 = 3?2' =10
Da origem até o ponto (3, 1) o homem deve dar aotodo 3 + 1 = 4
passos (3 para leste e 1 para norte), isto €, cada caminho consta de
uma permutagdo comn = 4,n, = 3.
. s Al
Assim, ha: P} = 3" = 4 caminhos
Analogamente, do ponto (3, 1) até o ponto (5, 4) o homem devera dar
aotodo 2 + 3 = 5 passos, sendo 2 para leste e 3 para norte. O nimero
de caminhos €, entao, P§v3 = 10.
Logo, o nimero de trajetérias é 4 - 10 = 40.
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Para formar cada permutacao, nés escolhemos inicialmente as 4 casas
em que serao dispostos os digitos impares (1, 3, 5, 7, nesta ordem).

Essa escolha pode ser feita de (Z) = 35 diferentes maneiras.

Para cada escolha feita na etapa anterior, iremos preencher as casas
restantes com todas as permutagdes dos digjtos pares (2, 4, 6), que
sdo em numero de P, = 3! = 6.

Dessa forma, o total de permutacoes satisfatorias € 35 - 6 = 210.

0 numero de maneiras de dispor as a meninas nos a + b lugares da

fila é: <a + b). Escolhidos entao os lugares das meninas (em apenas
a

1 situacao elas estarao em ordem crescente de peso), os lugares dos
meninos ficam determinados e somente em uma ocasiao eles serao
dispostos em ordem crescente de peso.

. . + b)!
Assim, o resultado procurado é: a+b)_@+bl
a al b!

Cada modo de distribuir os 10 viajantes corresponde a uma parti¢ao
ordenada do tipo:

({—' —_— ) —}; {—' —_— ) —})

pessoas num pessoas no
quarto outro quarto

Escolhemos as 5 pessoas para ficarem no 1¢ quarto de (150) maneiras,

de modo que as demais ficam automaticamente escolhidas. Logo, o

resultado procurado é <1O> = 252.

Cada modo de distribuir as 8 pessoas corresponde a uma parti¢cao
ordenada do tipo: ((__, _, _»{,_,_,_,_hHou({__, __,_,_}%
{_7 — _7_}) Ou ({_7 —_— — _}; {_7 _1_})

o365 4§

Cada modo de distribuir os 10 alunos corresponde a uma particao

ordenada do tipo:({__, _, _,_,_,_,_h{ ,_,_}
4 }
alunos na alunos na
12 sala 22 sala

Assim, o resultado procurado é: (170)<§> =120
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214.

215.

216.

217.

218.

Cada modo corresponde a uma particao ordenada do tipo:

({17 —_— ) _}; {87 —_— ) —})

cujo resultado (valor de n) é:

-

O produto sera positivo se:
* todos forem positivos: Ha (2) possibilidades.

* todos forem negativos: Ha (2) possibilidades.

e 2 forem positivos e 2 forem negativos: Ha (g) <g> possibilidades.

Assim, o resultado procurado é:

o)+ &)+ )] ===

Cada modo de distribuir os 12 estudantes corresponde a uma parti¢ao
ordenada do tipo:

({—7 _r _}; {—7 _ _}; {—7 _ —})
t t 4

alunos na 12 classe 22 classe 32 classe
Assim, temos:

12(8)(3) = 27720 possibilidades

4 J\5/\3

Cada maneira de atribuir os nomes aos 11 meninos é uma particao
ordenada do tipo:

[ i N =R (NN )|
} }

meninos meninos meninos
com nome com nome com nome
Paulo Anténio José

Temos:

(131> (g) (g) = 4620 maneiras

Cada maneira de distribuir as cartas aos jogadores é uma particao
ordenada do tipo:

({_7 RS S S S S — U— N — f— R — —— _}; -'-;
t

cartas ao 1¢ jogador

{_7 R U, N [, SN U U S —f— jp— _})
t

cartas ao 4¢ jogador
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52) . (39)\.(26).(13 52!
Temos: . . . =<

(13> (13) (13) (13) (131)*
Cada maneira de colocar os 20 alunos nas classes € uma particao
ordenada do tipo:

alunos na classe A alunos na classe B alunos na classe C alunos na classe D
20!
Temos: 20).(15).(10).(5) = T maneiras
5 5 5 5 (5h

Cada maneira de distribuir as bolinhas nas urnas A e B € uma particao
ordenada do tipo:

— =, _}%{bou

e - ., _,_,_k{ Pou..ou

vl 0 D

1 (1) (2) (21 (20 (2
() () () () 2)-

=<1O>+<1O>+(10>+ +<1O>+<10)= 210 = 1024 possibilidades
10 9 8 1 0

Cada forma de repartir as 9 pessoas em 3 grupos é uma particdo nao
ordenada do tipo:

= i _hi__}
t t t

pessoas no grupo 2 grupo 3
grupo 1
¢ O ndmero de particoes ordenadas é: (g)( g )( g) = 1680

e Cada grupo de 3! particoes ordenadas da origem a mesma particao
nao ordenada.

Assim, o nimero de particoes nao ordenadas é = 280.

- 1680
!

Cada maneira de formar os times de bola ao cesto € uma particdo ndo
ordenada do tipo:
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223.

224,

225,

226.

227.

5
5

e (Cada grupo de 2! = 2 particbes ordenadas da origem a mesma
particao nao ordenada.

e 0 ndmero de particdes ordenadas é: (150>< ) = 252

Assim, o resultado procurado é: % =126

Repetindo o raciocinio acima, temos que o nimero de possibilidades é:

EIEE)

3! (B2 -6

Aplicando o resultado do teorema, vem:
3+6-1)! 8!

A ee-1 e 28
(4+10-1)! _ 131 _
) Tor@a-1pn ~ 1orar 2%
—1)
o BH10-D_ 14l _ o0

10! (5-1)! 10! 4!

Sejay, =x—-3,i=1,2,..,5.
Aequagao x, + x, + ... + x, = 20 equivale a:
y,ty,ty,+y,+y,=20-3-3-3-3-3,isto§,
y,ty, ty,ty, ty,=5
0 ndmero de solucdes inteiras ndo negativas da equacao acima é:
G+5-1) 9

51 (5—1)!  Bl4l 126

Seja:
Xx: 0 nimero de pastéis de carne;
y: 0 nimero de pastéis de queijo;
z: 0 nimero de pastéis de palmito.
O problema consiste em se determinar o nimero de solucoes inteiras
nao negativas da equacao x +y + z = 5, que &, como sabemos,
3+5-1) 71

51(3-1)! 520 2L

Sejam m, m,, ..., m  as marcas de café. O problema consiste em
determinar o nimero de solucoes inteiras nao negativas da equacao:
m,+m,+m,+m, +m,+m,= 8, que €, entao,

6+8-1! 13!

8r6-1) _sisr 128
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228. Sejam:d,, d,, ..., d, 0s nimeros de doces de cada tipo. Nosso interesse
€ resolver a equagao:
d,+d,+d,+d, +d, =3,
cujas solucgoes inteiras nao negativas sao em nimero de:
G+3-1r 7!

IG-1  3a P

229, Sejam n, o nimero de bolas na urna A e n, o nimero de bolas na urna
B. O problema consiste em determinar o nimero de solucoes inteiras
nao negativas da equagao:n, + n, =5

 (2+5-1) _ 6! _ -
Como sabemos, ha Bl2-1) B 6 solugoes.

[V} — Bindmio de Newton

230. &) (x+3bp= <3>x3 + (3)x2 - (3b)t + <3>x - (3b)2 + (3) - (3b)?
0 1 2 3
(x + 3b)® = x® 4+ 9x%b + 27xb? + 27b3

b) (1-x%) = [1 + (=) = (g>15 + <51’>14 () + (;’)13 (P +

5 5 5
+ 12 (=2 + 18- (=x)* + -x2)?

(3] e+ (§) 2 o (2o
Dai: (1 —x?)® = 1 - 5x2 + 10x* — 10x® + 5x8 —x1°

o) (i = [+ (W]f = (08 + (§ )15 +

¥ (g)w(-@z " (g)&(_w ¥ (3)(-@4, sto &,

(\&—\fy)A = X2 —4x\xy + 6xy — dy\xy + y2
d) (sen 0 + cos 0)* = <g>sen4 0+ <i)sen3 0 cos O + (g)sen2 0 cos?0 +

+ <g>sen 0 cos® 0 + (j)cos“ 0, isto é,

(sen © + cos 0)* = sen* ©® + 4 sen® O cos O + 6 sen? O cos? O +
+ 4 sen 0 cos® 0 + cos* O

_ v\ — )15 — 5 5 5 40_\\1 5 3(_\/)2
e) 3 -y [B + (] <0)3 +(1)3(y) +<2>3(y) +
5\a2 13 5\ a1/ na 5\ 5 4
+(3)3( y) +(4)3( y) +(5)( y)®, isto &,

(3-y)® =243 - 405y + 270y? - 90y® + 15y* -y
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231.

232.

233.

234.

235.

236.

Usando o teorema binomial, temos que:
5
(m+i> =m5+5m3+:l_0m+£+ig—Fi5
m m m m

e
5 1
(m —i) — m® - 5m? + 10m - =2 + is—is
m m m> m
Efetuando a diferenca entre seus desenvolvimentos, vem que:
5 5 2
(m +i> —(m—i> = 1Om3+§+—5
m m m m

(x+a) = <7>x7 + (7)x6a + <7>x5a2 + <7>x“a3 +
0 1 2 3

+ <7>x3a4 + <7>x2a5 + <7>xa6 + (7)a7
4 5 6 7

(x +a)" =x" + 7xfa + 21x%a? + 35x*a® + 35x%a* + 21x%a® + 7xa® + a’

0 desenvolvimento dado corresponde a expansao de (a — b)®, utilizando
o teorema binomial.
Temos entao o seguinte sistema:
(@a-bP=-32<a-b= =32 Sa—-b=-2
e
3
(@a+bP=64a+b=V6d=a+b=4

cujo conjunto solucgo éa =1eb = 3.

Notemos inicialmente que, no desenvolvimento de (x + a)", han + 1
termos. Temos, portanto:

a) 8termos b) 11 termos c) n + 1 termos

a) 51 termos
b) X50, X49 . a, X48 . a2, X47 . a3

Ao desenvolvermos (x + y)1°°° utilizando o teorema binomial, notamos
que:

o 1°termo é (1%00>x1°°° -y

0 2¢termo é (10100>x1°°°1 -yt

0 32termo é (10200>x1°°°2 - y?

Logo, o 100¢ termo sera <1ggo>x1°"°99 - y%, isto €, <1880>x9°1 - y%,
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239.

240.

241.

242.

243.

244,
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Pelo teorema binomial, os 3 primeiros termos de (x + y)°° serdo:
(180>Xmoyo; ( 120)X1001y1; ( 1go)xmozy2, isto &, x1%: 100xy: 4950x%y?

Notando que o desenvolvime5nt0 dado corresponde a (a + b)®, temos:
@+bP*=1024=a+b=V20%=3a + b = 4,
donde (a + b)? = 16.

A expressao dada pode ser escrita sob a forma:
(5)995 10+ (5)994 . (5>993 12 + (5>992 13+ (5>991 10+
0 1 2 3 4

¥ <5>990 - 15,
5

que corresponde ao desenvolvimento de (99 + 1)° = 100% = 10%°,

0 polindbmio dado é o desenvolvimento de:
(X_y)4:(1+%_@—1)“:(1>“:£

® B/ \%B 5
Escrevendo S sob a forma:

s= (20> 120 20 4 (20> 119 2t + (20> 19822 4 + (20) 10 - 220
0 1 2 20 ’

notamos que S = (1 + 2)?° = 3%,

Ao desenvolvermos separadamente utilizando o teorema binomial,
temos que:

(1—@)5= 1-5V5 + 50 - 50V5 + 125 — 25V5
e

(1+d§)5=1+5x/§+50+50d§+125+25d§

Logo, efetuando a diferenca vem:

(1-+BJ (1 + VB = - 10v5 - 100\5 - 50v5 = ~160\5

A expressao x" + ;>x”1 y + ... + y" corresponde ao desenvolvimento

de (x + y)".
Quando x = y = 1, temos que o valor numérico da expressao é
1+ 1) =2"

A expressao
S=x-1'+4-x®*-12+6-(x-1P2+4--1)+1
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pode ser escrita como:

S = (g)(x3— 1) 10 + (i)(ﬁ— 17 11 + (g)(x3— 1712 +

+ (g')(x3 —1)- 104 (j)(xs —1)0- 14

que é o desenvolvimento de [(x3 — 1) + 1]4, isto €,
S = (x3)* = x2,

245, Utilizando o teorema binomial, temos:
> <”)2x3n-x =3+2r=5
x=0

246. 0 termo geral do desenvolvimento é:

(6) 162 2x)p = <6>(— 1)p2ex?
p p
0 coeficiente de x? € obtido quando p = 2 e vale: (g) (—1)?2%2 =60

247. O termo geral é:
=3
p p

Devemoster9-p=4=p =>5.
Logo, o termo que contém x* é:

(2)35y5x4 = 30618x%°

248. 0 termo geral do desenvolvimento é:
(5)15D . (_ 2X2)D = (5)(_ 1)D . 2D . X2D
p p

O coeficiente de x8 é obtido quando 2p = 8 = p = 4. Seu valor ¢,
portanto:

5 —_ =
(4)( 1)%24 = 80

249. 0 termo geral de (x? + x3)8 é:
(8) (X2)8—p . (X—S)p — (8)X16—5p
p p

Devemoster: 16 -b5p=6=p =2
Logo, o coeficiente de x° é <2> = 28.
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0 termo geral do desenvolvimento é:

(15>X15p ) (__a2>p - <15>(_1)pX152pazp
p X p

Para obtermos o termo em x2, devemos ter:

15-2p = 3= p = 6, que resulta (165)(— 1)8x3a’? = 5005x3a?

O termo geral é: s
(15)(\&>15p ) (—_az)p _ (15) 1px 2 -
p X p
15-3p
2
0 termo procurado €&, portanto, (135>(—1)3x3a6 = — 455x3a8,

Devemos ter: =3=>p=3

7

O termo geral de (x—2)7 é: ( 0

)XH’ - (—2)P. Para determinarmos o termo

de 4¢ grau, devemos impor:
7T-p=4=p=3
Logo, seu coeficiente é <;>(— 2)® = -280.

Escrevendo o termo geral:

R
p p

o coeficiente do termo que contém o fator y* € obtido fazendo p = 4, isto €,
10\, 4w (1 10*4: 105
I B

0 termo geral é:

e -2

Devemoster:6-2p=1=p = % que ndo convém, pois
p=20,1,2,.. 6. Logo, nao ha termo em x no desenvolvimento de

=

O termo geral é:

TR - e

0 coeficiente de x5 sera obtido quando p = 5, o que resulta:

6) 4y5.(2) __ 64
(5)(_1) (3) 81
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[ 40

256.

257.

258.

259.

260.

261.

0 termo geral desse desenvolvimento é:

)7 (2] - (T - (3

p p p
Devemos impor:
530 - _35p-1a

Assim, o coeficiente em x3 é <i) = 15.

0 termo geral é:

12-p p
( 15)(%) . (— %) = ( 1|O2>(—1)p - 21272p . 3271241220 Devemos ter:
12 -2p = 2 = p = 5. Logo, o coeficiente em x2 é:

(152>(—1)5 $22.32=-352

O termo geral é: <1go>x1°°° - a®. O coeficiente do termo que contém
x50 é obtido fazendo: 100 —p = 60 = p = 40, que resulta em (14000>_
0 desenvolvimento de (x3 + y?)1° apresenta, como vimos, 11 termos
e seu termo médio é o sexto. O termo geral é: (1po)(x3)1°p . (y2)p.

Lembrando que o 12 termo € obtido fazendo p = 0; 0 22 fazendo p = 1,

e assim por diante, o coeficiente do sexto termo é obtido fazendo

p = 5, isto &, (150> = 252.

0 termo geral é:

(-

0O termo independente de y é obtido fazendo 4-2p = 0= p = 2,0 que
resulta (4> = 6.
2

2n
0 termo geral de (x + 1) é:
X

o) -
p X p

Devemos ter: 2n —2p = 0 = n = p. O termo independente €&, portanto,

()
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265.

266.
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0 termo geral é:

BT o

Para determinarmos o termo independente de x, devemos impor:

8—-2p =0=p = 4, que resulta (Z)(—1)4(\/§)4 = 280.

0 termo geral é:
18-p I
i
p/\X p
0 termo independente de x sera obtido quando %— 36=0=>p=16
e vale (18)(—1)16 = 153.
16

0 termo geral é:

8 8-p . ip: 8 Zp, 8-2p
(p)x <5X p\5) %
Devemoster:8-2p=0=p=4

. . _.(8\(2) _ 224
Assim, o termo independente de x é: <4><5> =125

0 termo geral é:
(5>x5"’(3a)p = (5)3”x5"’ap
p p

Lembrando que a independe de x e comparando o termo geral com
360x3, devemos ter: 5—p = 3 = p = 2. Dai, vem:

(2)32a2=360:>a2=4:>a=i2

5

0 termo geral de (x + a)® é: X5~ PaP

Para que um de seus termos seja 270x?, devemos ter: 5 —p = 2 =

= p = 3. Segue, entao, que: <2>a3 =270=a=3

O termo geral é:

517 X517 -p . _ip - 517 (—1)P X517 -2
p X p

Devemos ter:

17
517—2p=0=>p=57

- oA 517 _ B
Da condigao de existéncia de( , hotamos que p = —5—nao convém.

517
2

517
Logo, nao ha termo independente de x em (x - ?> .
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268.

269.

270.

271.

272.

0 termo geral do desenvolvimento é:

(11>311—p - (6X2P = (11)311—p 6P - x2P
p p

Para obtermos o termo independente de X, devemos ter:
2p = 0 = p = 0, que, como vimos, fornece o 1° termo do
desenvolvimento.

0 termo geral é dado por:

n XNP . %pz n Xxn—3p
p X p
Para que exista um termo independente de x, é preciso que

n—3p =0 = n = 3p, isto &, n deve ser divisivel por 3.

O termo geral é:

(2n + 1>X2n+1p . (i)p — <2n + 1)X2n+12p
p X p

Devemosimpor:2n+1-2p=0=p=n+ % Comon € N, p resulta

nao inteiro, o que nao convém. Logo, nao ha termo independente de x.

Devemos notar inicialmente que, ao desenvolvermos (x + y)" usando
o teorema binomial, qualquer termo apresentarda soma de expoentes
igual a n. Assim, se um dos termos de (2x — 3y)" € — 1080x2y?, devemos

ter 2 + 3 = n= n = 5. Entao, o termo geral é: <5>259(— 1)P3Px5 PyP e
p
o terceiro termo é obtido fazendo p = 2, que resulta:

(2)23 S (-1)? - 323y2 = T20x%y?

Os 3 primeiros termos do desenvolvimento sao:

n (X2)n. n (X2)n—1, ile n (X2)n—2. iz

0 "\1 2X 2 2X

cujos coeficientes sao, respectivamente:
h3(adl

0/ 2\1) 4\2

Como eles estdao em P.A., podemos escrever:
I/ (n\_21/n\_1/n

2<1) <0>_4(2 2\1)7
S(M=1+d(non=1+00-D e 9r48=-0
1 4\2 8

cujas raizes sao 1 e 8. Observando que n = 1 ndo convém, segue que
n=8.
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273. 0 termo geral é: <n>1”p CXP = (n>xp
p p

Fazendo p = 4, temos (2)X4, que é o 52 termo.

Analogamente, o0 62 e 7¢ termos sdo (g)x5 e (2)x6.

Como seus coeficientes estao em P.A., podemos escrever:

n n n n 2 1 1
- = - ey = + =
(5) (4) <e> <5> 5n-5) (n-4)(n-5 30
2n-13 1 5 . - =
5> ——— === n°— + = g
n—5)(n-4) 5 n?—21n + 98 = 0, cujas raizessao 14 e 7

Comon < 10, temos n = 7,donde 2n—1 = 13.

274. 0 termo geral do desenvolvimento é: (n +5 )a” 5P pp
Y

Temos:

_[(n+5 n —(n+5 n
Tn+3—<n+2>a3b +2eTNl—( . >a5b

Da hipdtese do exercicio, vem:

<n+5)a3bn+2 n+5
n+2 2b2 n+2 2

= = ===
(n+5>a5bn 3a <n+5> 3
n n
1
(n+2131 2 20 2
= 1 T3 Tmrmn+1 3
n! 5!

= n? + 3n-28 = 0, que, desprezando a raiz negativa, vem que n = 4.

p
275. 0 termo geral é:(n)x”°-<i) =<”>x”2p
p X p
Fazendop = 2 e p = n— 2, obtemos o 32 e 0 antepenultimo termos,
que valem respectivamente:

el
2 n-2

Seu produto, portanto, vale:

(B (o =50 (ama )= [B) ros 3= )
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276.

2717.

278.

279.

0 termo geral de (x + 2)" é: (”)xnp . op
p

Multiplicando-o por x5, obtemos o termo geral de (x + 2)" - X%, que é:

(n)xnp LOP .3 = <n>x3+np . 2p
p p

Devemos impor:
3+n-p=n+1l=p=2

Logo, o coeficiente de x"* 1 é: <2>22 =2n(n—1)

Como a* + (;)aklb + ... + b* = (a + b), o produto pedido resulta

(@+b)fa+hb)y=(@-+bk**=(a+b)** parak =n.
0 termo geral desse desenvolvimento €, como sabemos,

(n + 1)8” + 1fpbp.
p

Assim, o coeficiente pedido é (n + 1).

p

Observemos, inicialmente, que:

o) s = o ) b =)

cujo termo geral é:

gher 3] -(geame
p X p

Devemos impor: 12-4p=0=p =3

Assim, o termo independente de x é: (g)(—1)3 =-20

0 termo geral de (\/§ + %)100 é:
(100)(@ [0 (3P = (100) PR

p p
0 ndmero acima sera racional se, e somente se, % e %
forem inteiros. Tal condicado é satisfeita quando p é simultaneamente
multiplo de 2 e de 3, isto é, multiplo de 6. Logo, o problema consiste
em determinar os multiplos de 6 compreendidos entre O e 100: (O, 6,
..., 96). Utilizando a expressao do termo geral da P.A., segue que ha
17 multiplos de 6 e portanto o desenvolvimento apresenta 17 termos
racionais.
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280. 0 termo geral é:
()i (B =(10)oe (i3] (5,
que sera racional se, e somente se, p for par e O < p < 10, isto €,
p=20,24,6, 8¢ 10.
Logo, ha 6 termos racionais em (2\/§ +45 )10.
282. a) (1,002)* =1+ 10-0,002 = 1,02
b) (0,997)%*° = (1-0,003)°=1-20-0,003 = 0,94
283. (1,003)%° = (1 + 0,003)° = 1 + 20 - 0,003 = 1,06
285. a) Fazendox=y=1,vem:(3-1+ 2 - 1)1 =59
b) Fazendox=y=1,vem:(5-1+ 1) =68
286. Fazendox=y=1,vem:(4-1+3-1)*=T7*
2817. a) Fazendox=y=1,vem:(1-1)°=0
b) Analogamente, temos: (3-1—-1)* =2*= 16
288. Basta fazer x = y = 1. Assim, a soma dos coeficientes é:
5-1+2-1)°=7°5= 16807
289. A soma dos coeficientes é obtida fazendo x = a = 1.
Temos: (1 + 1P =512 =2P=512=p =9
290. Notemos que:
5
Ya=a, +a,+a,+a,+a,
i=1
que representa a soma dos coeficientes do desenvolvimento de
(2x —y)4, que é:
5
(2-1-1)*= 1. Logo, Zai =1.
i=1
291. A soma dos coeficientes de (x + y)" € 2", isto €&,
M+ (M) + (") + .+ (")=2 1)
0 1 2 n
A soma dos coeficientes de (x —y)" é O, isto €&,
n n n n
- + -t =0 2
(o) () (5)-2ln)=0
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Somando membro a membro (1) e (2), vem:

5

S —
soma dos coeficientes dos
termos de ordem impar

2- =2"=2-256=2"=>n=9

292. Fazendo x = 1, vem:
3-1+1)"=1024=4"=1024=>m =5

293. Fazendoa = b = 1, segue que:
(1+1)"=256=2"=256=>m =28

Logo, o nimero de permutagdes de % = 4 elementos € 4! = 24,

294. a) (

_ 8 _ .. ;
= orel 1 é verdadeiro.

(j) € verdadeiro pela propriedade 4.
+ (i) = <§> é verdadeiro pela relacao de Stifel.
(;) é verdadeiro pela propriedade 4.
f) ( ) - (15> € verdadeiro, pois s&o ambos iguais a 1.

296. Do exercicio anterior, vem que:
4 4 4 4 4
+ + + + = 24 =
(o) (5)+(5)+ () + (3) 2= 2s
297. Notemos inicialmente que:
(n):n;(n+1):n+1;(n+2):n+2e(n+3>=n+3
1 1 1 1

Assim, o determinante pode ser escrito como:

1 n n+1
1 n+1 n+2|= 0, pois é facil notar que a 32 coluna é a soma das

1 n+2 n+3
duas primeiras, sendo portanto uma combinagao linear delas.
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208. a) i(l_o) = (10> + (10> tot (18) = 210 = 1024

i 0 1

i=1

o 2] (5)+(3) -+ (5)

Como vimos:

0 1 2

3(1)

i=1

10

10
Logo, 3 (10) = 1024 -(19) = 1024 -1 = 1023.
i 0

i=1

c) Sabemos que:

()1 (5)+(9) -

(9)+ (1) [3) -+ (ig) =2~ rom

3

i=2

10 10 10
Temos: 1 + 10 + 2( _ ): 20 Y =1024-11=1013

i=2\ | i=2

299. Desenvolvendo a somatoéria, temos:

R e

Por outro lado, sabemos que:

(5) (3] (5 )+ (p) -2

Da hipotese do problema, vem:

(f(‘;)+1023=2m<:>1+1023=2m@m=10

300. Sabemos que:

(o) (%) (5

5
~
+
_|_
/
35 35
~
Il
N
=1
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301.

302.

303.

304.

305.

Sabemos que:
(11>+<11)+(11>+___ +<11)+<11>: ot
0 1 2 10/ \11
10 1
2 (i)

k=0
10
Logo, 3 (1k1> =21 = 2047.
k=0

3. capeaper (") = 3 (") = () + () +
p 0 0

p=0 P !
4 (n>(—1)n = (n)(—l)ol” + (n)(_l)lln‘1 + ..+ (n)(_l)nlo =
n 0 1 n
1+ED=0

= S e 5 [l
Bz ie

p=0 p=0
Pelo teorema binomial, o 1° termo corresponde ao desenvolvimento de
(3 + 2)"e o0 29 corresponde ao desenvolvimento de (1 + 4)".
Portanto, A, = (3 + 2)"—(1 + 4)" = 0.

+

Os subconjuntos de A podem conter O, 1, ... até n elementos.

e Com O elemento, o subconjunto formado é o vazio.

e Com 1 elemento, o nimero de subconjuntos formados corresponde
a combinacao de n elementos tomados 1 a 1.

e Com 2 elementos, o nimero de subconjuntos formados é o niimero
de combinacgdes de n elementos tomados 2 a 2.

e Com n elementos, o nimero de subconjuntos formados é o nimero
de combinacgdes de n elementos tomados n a n.
Somando o himero de subconjuntos em cada caso, obtemos:

1+C ,+C ,+..+C =<”)+<”>+(”)+...+<”),que,
niooh o) \1) 2 n

como sabemos, € igual a 2".
Logo, se o conjunto A tem n elementos, o nimero de subconjuntos de
Aé 2.

Como A possui 2" subconjuntos, o0 nimero de subconjuntos nao vazios
deAé2"—-1.
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307.

308.

309.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

S AT (R (T ) -

0 n n
+ (n)(i) <§> é o desenvolvimento de (i + —) =1

n\4/\4 4" 7
Entao,
n 1n7k3k 1n30
n\[L SV 4 _(n)Z)(2
2GS ) =+ (o)aE)
| A
19 termo
isto €,

n 1\n-k 3)k <1>n
n
- —| =1—(=].

2] G =2

Dai, o valor da expressdo pedida é:
1\ 1\

l+(z) + 1—(1) =2
Vamos desenvolver [1 + (—1)]" utilizando o teorema binomial:

— . n — n n n n-1(_ n n-2(_ n —1\n
=[1+ (-1)] (0)1 +(1)1 Y 1)+(2>1 2 1)2+...+<n)( 1)
Logo,

(0)-(0)+ (3)+ -+ e 2(n) -0

Temos:

1=(p+ay= Z(?)p‘q”‘ = (8)DOOI” + (z)pq”l + (2)p
i=0

Notemos, inicialmente, que, como p > 0 e g > O, cada termo do desen-
volvimento é estritamente positivo.

Ora, (r?)p‘q”“ € um termo qualquer desse desenvolvimento e a soma
i

de todos os termos € igual a 1.
Logo, (r?)piq"i < 1.
i

Do exercicio 307, mostramos que:

(0)-(2)+(3)+ -+ e 2r(n) =0

fORA
(6)+ () (&) - ma)=(5)+ (3) -+ [3)
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Utilizando a igualdade acima na sugestao, vem:

(o (2) =+l [0)+ (@) )| 2

isto €,

2 () (1) v () 2=
(o) (g) e,y - 2

que é o que queriamos demonstrar.

+

311. Do exercicio anterior, temos:

n(L+xrt= (”) + 2(”)x + 3(”>x2 +o n<n>x”1
1 2 3 n

Derivando novamente membro a membro em relagao a x, vem:
n-(n-1)(L+x"2=2-1- (2) +3-2- <g>x +o+ n(n—1)<n>x”2

n
Fazendo x = 1 na igualdade acima, resulta:

n'(n—1)'2”2=2~1'(n)+3~2~(n)+...+n(n—l)(n>,
2 3 n

que é o que queriamos demonstrar.

312. Sabemos que:
(1 + Xm0 = (m * ”) + (m I ”)x + (m ;r “)x2 +o ot (m + n)xn(*)

0 m+n
@+ xm ="M+ (m)x +(M)x2 4+ ..+ <m>xm
0 1 2 m
(1+x)= (”) + (“)x + <”>x2 + ot (”)x”
0 1 2 n
Entao,
(L+xm(L+xr=|M +(m X+ (M + o+ (M)xm] -
0 1 2 m
+ (n>x + <n>x2 + ..+ (n)x”.
1 2 n
Notemos que, ao efetuarmos esse produto, temos que:

e otermo independenteseré:(rg n

. otermoquecontémxseré:(m)(n)+ m n)
0o/\1 1/\0

 cremoaecnan k(0 2) (1)) (I

e assim por diante.
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

?ozg;zagn)dic(?;nat—)sngoeficientes de (*), temos:
(2= G GG)
(3766 ) (B)s)

=B (o) < (B0 )

que é o que queriamos demonstrar.

“GG)

Fazendo m = p = n na relacao de Euler, segue que:

S e WA R R S R B 8

Lembrando da propriedade dos coeficientes binomiais equidistantes
dos extremos, podemos escrever:
(=2)
n/\n

()= (6)6) (B (5)(5) -+
n 0/\0 1/\1 2/\2
isto é,

2 2 2 2
=6+ () +(5) + ()
n 0 1 2 n
Utilizando a identidade:
(x +1)3=x34+ 3x2 + 3x + 1, temos:
x=1=1+1P°*=13+3-12+3-1+1

X=2=(2+12=22+3-22+3-2+1
x=3=(3+1°=3*+3-32+3-3+1

x=n=>nN+12=n*+3-n?+3-n+1
Somando “coluna a coluna” os termos das igualdades acima, obtemos:
224+ 3BF+483+ .+ n+1P=13+22+...+n3+
+3-(12+22+32+...4+n)+3-1+2+3+..+n+

. )
+@1+1+...+1)

[ —]
n vezes

Cancelando os termos semelhantes, vem:
n+12=13+3:-S+3:-1+2+3+..+n)+n
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316.

318.

319.

320.

Lembrando que:
1+ 2+ 3+ ... +nrepresenta a soma dos n primeiros naturais nao
nulos, pela expressao da soma dos termos da P.A. vem:
1+ n)n
1+2+...+n= %

Dai,

(n+12=1+3-s+3-&200

=2 +3nP+nN=6S=6S=n2n’+3n+1)=

=6S=n2n’+2n+n+1)=6-S=n-2n+Hn+1)=

n2n + 1)(n + 1)
6

+n=

=S = , COMO queriamos demonstrar.
Idem ao exercicio anterior.

Pelo exercicio resolvido anterior, os valores de (n crescem até
p

n+1 . B . n+1
p = > e a partir dai decrescem. Ora, como n é impar, > e
n+1 n-1 _ .
seu antecessor 5 1= > sao inteiros e portanto valores

possiveis para p.

n n
Notando que( n ; 1 ) = ( n J2r 1 ) vem que p = n ; 1 também satis-

faz, isto €, os valores de (n vao crescendo até atingir valor maximo
p

para dois valores de p.

Devemos ter:
n\ _ n n! A n!
(k)—z(k_1>:> KWl 2 k- Din-kr =
1 B 2
T KKk-1I(n—K!  (k-DI(h-K+ Din-kK!
1 2

K Thkrr o3kl

Como P(x) é de grau 100 e é divisivel por
(x + 9)1° = 100>x1°° + (100 X9+ ..+ (100 9o,
0 1 100
também um polindmio de grau 100, podemos escrever:
P(x) = k - (x + 9)1°, isto €,
100 100
X +a x®+..+ax+a, =k- ( )xloo + ..+ ( )9100.
0 100
Comparando seus coeficientes dominantes, vem que k = 1.
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321.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Se quisermos descobrir a,, basta compara-lo ao coeficiente de x2 em
(x 4+ 9)00,

0 termo geral é: (1OO>X100,, - 9p e devemos ter: 100—-p =2 =p = 98.
p

Dai, a, = (1&3) - 9% = 50 - 99 - 9%,

Notemos que:
sen*x—4sen®x + 6sen’x—4senx+1=0=
=(senx—1)*=0=senx-1=0=senx=1=

%+2kn,k€l

(072) (6 7]

Temos duas possibilidades:

=X =

ou

p—-3=p+ 3= 0 =6, absurdo!
p-3+p+3=10=p=5

Temos duas possibilidades:
x=2x-1 = x=1

ou
X+2x-1=14=x=5

p+3=p-1=0=-4,absurdo!
Temos: ou
p+3+p-1=12=p=5

m-1=2m-3 = m=2
Temos: ou
m-1+2m-3=11=>m=5

A forma sugerida do agrupamento consiste em uma combinacao de
m objetos tomados 3 a 3 e depois tomados 5 a 5. Da condicao do
exercicio, devemos ter:

0us 23] (3]

3 = 5, absurdo!
Temos: ou
3+5=m=>m=38

Entao, m>= 8) 56.
3 3

De( m ):( m >,temos:
p+q p—q
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ou

p+qg=p-q<q=0,naoconvém
ptg+tp-g=ms2p=m

329, Jévhnosque( m )=:C“)=:55.
m-p/ \p

Pela relacao de Stifel, podemos escrever:
073
p p p-1
55=<m‘1>+10
p
Logo, (m B 1) = 45.
p

330. Arelacao (g) = ( n ; 1) + (n ; 1 ) ¢ a relacao de Stifel, que €, natural-

mente, verdadeira se 0s binomiais acima estiverem definidos.
Devemos ter:

(I)n=3,ne”

2n-1=3sn=4n€&”Z

B)n-1=2<n=3,ne”Z

De (1), (2) e (3), devemos ter:

heZ|n>3}

331. Utilizaremos os resultados obtidos pelos exercicios 317 e 318.
a) n=12
. - . (12
O maior coeficiente binomial é 6 )
b) n=15
Os maiores coeficientes binomiais sao: (175> e (185)

332. Como n = 10 é par, o maior coeficiente binomial é<150 ) que representa
o coeficiente do 6¢ termo.

0 termo geral de (\/? + y2)10 é: (?)(\&)wpwz)p.
Fazendo p = 5, obtemos:

5
(10} o = 25267y
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333. 0 coeficiente de x?yz é:
p211= % =12
0 coeficiente do termo xyz? é:
PL12 = % =12
334. 0 coeficiente de x2y3z2 é:
p23.2 = % =210
335. 0 termo geral é:
H?I—OI'«' -1 (Bx)Y (2 = % <X 2K

Devemos ter: j + 2k = 3 e i fica automaticamente determinado pela
relacao: i +j + k=10

Podemos ter:
(T w [ 1)

1 1 8
3 0 7

| 191
a) parai =8,j =1,k =1, o coeficiente é: % =540

| 2390
b) parai=7,j = 3, k = 0, o coeficiente é: % = 3240

Logo, o coeficiente de x3 sera: 540 + 3240 = 3780

336. Fazendox =y =z = 1, obtemos:
(1+1+1°=3%=243

3
337. O termo geral de (1 +x+%) é:
3L g2y o3
iljrk! X il j! k!

Devemos ter:

j—k =0, afim de obter o termo independente de x.

Os possiveis valores de j e k que satisfazem a condicdo acima e
determinam automaticamente o valorde i (i + j + k = 3) sao:

([« ] )

SN
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338.

Temos:
1) i=3,j=0ek=0

- . . 3120
O coeficiente independente sera: 310101

2)i=1,j=1,k=1

1 o1
0 coeficiente sera: 12

12t
TETET
Logo, desenvolvendo todo o polindmio, o termo independente sera:
1+ 12 =13

0 termo geral de (1 + x2—x%)° é:

o 9l
T L OO = S

Para determinar o coeficiente de x& devemos ter: 2j + 3k = 8, sendo

que i fica automaticamente determinado pela relacdo: i +j + k = 9.
Os possiveis valores de j e k que satisfazem a primeira condicao sao:

([« 1)
1 2 6
HHEE
Temos, entao:

1) i=6j=1lek=2

. X2+ 3k

- . 9l-1)”
0 coeficiente de x® sera: GETI 252
2)i=5,j=4,k=0
0 coeficiente de x® serd: —C 2 _ 196
coeficiente de x° sera: W =

Logo, o coeficiente de x& sera: 252 + 126 = 378

— Probabilidade

339.

340.

341.

342.

Q = {P, R, Oy By Ay Iy L! Dv E}
Q = {V, B, A}
Q=11,2,3, .. 49, 50}

Q= {26, 2, 2p, 2,33, 3p, 3, - K K, Kp, KA A, Ap, AO}
em que:

e: espadas

C: copas

p: paus

0: ouro
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343.

344.

345.

347.

348.

349.

350.

351.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Q={VV),(VB),(BV), (BB)
Q={A B,C),(AC,B),(B,AC),(B,C,A),(C,A,B),(C, B, A)}

Sejam M: masculino e F: feminino
Q = {(MMM), (MFM), (MMF), (MFF), (FFF), (FMM), (FMF), (FFM)}

Q= {{A, B}, {A, C}, {A, D}, {A, E}, {B, C}, {B, D}, {B, E}, {C, D}, {C, E}, {D, E}}
Q={1,2,3,.., 364, 365}

A=1{2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30}
B={4,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29}
Cc=1{2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29}

{1 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30}

e) Um nldmero que é simultaneamente multiplo de 2 e de 5 é miltiplo
de 10.

Logo, E = {10, 20, 30}.

f) F=1{3,6,8,9, 12, 15, 16, 18, 21, 24, 27, 30}

g) Basta fazer a diferenca entre Q e o conjunto dos multiplos de 6, isto
é,G=Q-{6,12,18, 24, 30}.

U

a) A=1{3,1),(3,2),(33),(3,4),(3,5),(3,6)}

b) B ={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(5,5), (6, 6)}

c) C=1{1,2),(21),(2 2),(23),(24),(25),(26),(3,2), (4 2),
(5,2),(6,2)}

d) D=1{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6, 1)}

e) E={1,1), (1, 2), (1, 3), (1 4),(15),(2 1), (2 2), (2 3), (2, 4),
(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(5 1)}

a) A={(K, 1), K, 2), K, 3), K 4),K,Db), K6

b) B = {(K, 2), (K, 4), (K, 6), (C, 2), (C, 4), (C, 6

c) C={(K 3),(C, 3)

d) AUB: representa o evento em que ocorre cara ou nimero par, isto €,

AUB = {(K, 1), (K, 2), (K, 3), (K, 4), (K, 5), (K, 6), (C, 2), (C, 4), (C, 6)}.
e) BNC: ocorrem simultaneamente nlimero par e numero igual a 3.
Logo, BNC = .

f) ANC: ocorrem simultaneamente cara e o nimero 3.

Dai, ANC = {(K, 3)}.

g) AC: nado ocorre cara, isto &,

A°={(C, 1), (C, 2),(C, 3), (C, 4), (C, 5), (C, 6)}.

h) C® nao ocorre o nimero 3. Dai,

Ct={K 1), (K 2), (K 4), (K 5), (K 6),(C, 1), (C,2),(C,4),(C,5),(C,6).
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352.

353.

354.

355.

356.

357.

a) A=1{1,1),(22),(33), (4,4}

b) B={(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3)
c) C={(11)

d) D=1{1,1),(2 4%}

e) E=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)

f) F={(1,3),(23),(3,3), (4 3)

a) A={(,V),(, B)}

b) B ={(I, V), (I, B)}

c) C={,V), V)

d) D ={(, B), (Il, B)}

e) AUB: a urna escolhida é alou all. Dai, AUB = Q.

f) ANC: a urna escolhida € a | e a bola sorteada é vermelha, isto €,
ANC = {(I, V)}.

g) D a bola escolhida ndo € branca.

Logo, D¢ = {(I, V), (Il, V)}.

SeJam S (Sim) e N (Nao).

a) Q={S5,5),(S 5 N), (S N,S), (S NN, (NN N), NS, S)
(N, S,N), (N, N, S))

b) A= (S, S N), (S N,S), (S N,N), (N, N, N), (N, S, S), (N, S, N),
N, N, S))

SejaQ = {v,,V,, B, B,, B, B, B, B,.

Admitindo igual probabilidade (p) para cada resultado, segue-se que
p= % Assim, o evento dado A = (V_, V,) tem probabilidade

1" "2
P(A) = i + i = i
8 8 4
Como mais da metade dos eleitores ja se decidiu por A, o evento "A
ganha a eleicdo" € o evento certo, isto €, P(A) = 1.

a) Sabemos que p, + p, + p, + p, = 1. Temos, entao:
p,tp,+p,+01=1<p =03

Logo, p, = p, = p, = 0,3.

b) P(A) =p, + p, = 0,6.

c) PAY=1-PA)=1-0,6=0,4

d) PB)=p,+p,=03+01=04

e) AUB = (a,, a,,a,). Dai, P(AUB) =p, + p,+p,=03+03+01=0,7.
ANB = {a,}. Dai, P(ANB) = p, = 0,3.

f) P[(AUB)‘] = 1-P(AUB)=1-0,7 =0,3

P[(ANB)] = 1-P(ANB) =1-0,3=0,7
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359.

360.

362.

363.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Sim, é correta, pois P(K) + P(C) = 1 e P(K) > 0 e P(C) > O.
A distribuicdo, entretanto, ndo é compativel com a realidade, pois se
esperam valores iguais para P(K) e P(C).

={K, Cle P(K) =
Sabemos que: P(K)

P(C) = %e P(K) =

~ 2 1
Entao: a) =; b) —.
) 3 ) 3

Chamando de | a moeda perfeita e Il a moeda com 2 caras, (K e K'),
temos: Q = {(I, K), (I, C), (II, K), (Il, K"}
O evento A, "ocorre cara", € tal que A = {(I, K), (Il, K), (II, K")}.

Logo, P(A) = —

(C).

P
PC)=1<2PC)+PC =1

+ N

w|r\>

3
g
={4, 2, 3, 4, 5, 6}. Temos:
P(2) = P(4) = P(6) = p, P(1) = P(3) = P(5) = p'e p = 3p'
Como P(1) + P(2) + ... + P(6) = 1, temos:

3p+3p'=1<:>3‘3p‘+3p'=1<:>p':§
(p=—= -1
Dal,p—12—4.
a) A=1{2,3,5} 11 1 5
P(A) = P2 +P@) +PB) =7+ 75+ 15 =75
b) B=(3, 6}-Daf,P(B)=P(3)+P(6)=1—12+%:%_
c) C={1, 2, 3}. Entao, 1 1 1 5
PC)=P1) + P2 +PB) =45+ 7+ 75 = 13-
p, =p@) =K
p, = p(a,) = 2K
P, = p(a,) = 9K
P,, = P(a,,) = 10K
a) Temos:
p, P, Fp,tp,=lEoK+2K+ .. +9K+ 10K =1
)= L
<"~ 55

a3 T
b) p, = pla,) =3K=gzep,=p@,)=7K=¢

1 2 4 6 13
©) PO =P ¥ P, Pt P =55 T 55 " 55 T 55 =55
13 42

Cy — 1 — —q_=2 _ T

d) PAA=1-PA) =1 55 ~ 55
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364.

365.

366.

367.

368.

369.

= 10 10
a) Yp=p,tp,tetp,= (OyQ®%Q®w+(1>wﬁfwAﬁ+m+
i=0

+ (18)(0,6)10. Como vimos, a expressao acima € o desenvolvimento de

(0,6 + 0,4)° = 1.

5) b, = 10) 0,670 = 0042

c) PA =p, +p, +p, = (?)(0,6)0(0,4)10 4 <1f)(0,6)1(0,4)9
(120)(0 6/(0,4)" = 0,0123

12 caso: Se A e B sdo mutuamente exclusivos, ANB = J e
P(AUB) < P(A) + P(B).

29 caso: Se ANB # J, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB). Como P(A), P(B)
e P(ANB) > 0O, vem que P(AUB) < P(A) + P(B).

Temos:

A C (AUB) = P(A) < P(AUB) (1)

(ANB) C A= P(ANB) < P(A) (2)

De (1), (2) e do exercicio anterior vem:
P(ANB) < P(A) =< P(AUB) < P(A) + P(B)

a) P(AUB) = P(A) + P(B)-P(ANB) =0,2+0,3-0,1=0,4
b) PA®Y =1-PA)=1-0,2=0,8
c) PBY=1-PB)=1-0,3=0,7

Seja D = BUC.

Temos, entao, P(AUBUC) = P(AUD). Dai:

P(AUD) = P(A) + P(D) — P(AND)

P(AUD) = P(A) + P(BUC) — P[AN(BUC)]

Notemos que AN(BUC) = (ANB)U(ANC). Entao:

P(AUBUC) =

= P(A) + P(B) + P(C) — P(BNC) — [P(ANB) + P(ANC) — P(ANBNC)]
P(AUBUC) =

= P(A) + P(B) + P(C)— P(BNC) - P(ANB) — P(ANC) + P(ANBNC), que €
0 que queriamos demonstrar.

) P(AUB) = P(A) + P(B) -P(ANB) =0,4 + 0,3-0,2=10,5
) P(AUC) = P(A) + P(C) - P(ANC) = 0,4 + 0,6 -0,2 = 0,8
c) P(AUBUC) =

o9

P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC) =
04+03+06-02-02-02+01=0,8
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370. Q = {2p, 2¢, 20, 2¢, 3p, 3¢, 30, 3¢, ..., Ap, Ac, Ao, Ae}; #Q = 52, em que
p: paus; c: copas; 0: ouro; e: espada.

ipay = A _ 1
a) A ={Qc}. DaiPA) = 5 = ==- A 1
b) B = {Qp, Qc, Qo, Qe}. Logo P(B) = 75 = 73
B . _13_1
c) C={2p, 3p, ..., Kp, Qp}. Entdo, P(C) = 52 4
d) D = {p, J, Jo, Je, Qp, Qc, Qo, Qe, Kp, Kc, Ko, Ke}
. _12_3
Entdo, P(D) = 52 13"
e) E=Q-(Kp, Kc, Ko, Ke). #E = 52— 4 = 48
_48 _12
Logo, p(E) = =5 = 13-
371 Q=(1,2,..,18, 19, 20} #Q = 20.
3 _#A _10 1
a) A={2,4,6,..,18,20L.PA) = 35 =55 =5
- _#8 _10 1
b) B={1,3,..,17,19}). P(B) = #Q 20 2
0 C=(2,3,5,7,11,13,17, 19). Entdo, P(C) = =5 = =
d) D =1{1,4,9, 16}. Logo, P(D) = - = =
’ ’ ’ " g ’ 20 N 5-

372. Q={1,2,..,99, 100}; #Q = 100.
a) A=1{9, 18, ..., 99}. Usando a expressao do termo geral da P.A., em
quea, =9,r=9ea =99, vemquen = 11

_ _#A 11
Dai, P(A) = 20 100
b) Um nimero é multiplo de 3 e de 4 se é mdltiplo de 12.

_ i .8 _2
B = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96}. Assim, P(B) = 100 ~ 25"

c) Sejam os eventos:

M: o nimero € mdltiplo de 3. #M = 33

N: o ndmero é miltiplo de 4. #N = 25

MMNN: o nimero € mltiplo de 12, isto €, MNN = B e #MNN = 8.
33 25 8 1

Dai, P(MUN) = P(M) + P(N) - P(MNN) = 2o + 555 =355 = o

373. A=1{24,6,.., 18, 20}; #A = 10
B = {5, 10, 15, 20}; #B = 4
ANB = {10, 20}; #(ANB) = 2
10 4 2 3
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374.

376.

377.

378.

379.

0 numero de elementos do espaco amostral € o nimero de pares
ordenados de A X A. Isto &, #Q = 16.

Seja B o evento formado pelos pares (a, b), tais que a equacao ax = b
tem solucoes inteiras.

B ={(1, 1); (1, 2); (1, 3); (1, 4); (2, 2); (2, 4); (3, 3); (4, 4)}

- _#B_8 1
Assim, P(B) = 016 2
Sejam:

P, P, .., P, as bolas pretas; B, B, as bolas brancas e A, A, ..., A,  as
amarelas. Q = {P,P,, ..., PG, B, ByA A, ..., Am); #Q = 18.

17727
8 4
a) A={P, .. P, B, B)PA) =g =5
b) B = A; logo P(B) = %.
) 6 1
¢) C= (P, P, PJ. Dai, PO) = 1 = 3

Consideremos os pares (a, b) em que a representa o niimero obtido no
lancamento do dado verde e b o nimero obtido no vermelho.
Q={1,1)(4,2);..(1,6);(2,1);...(2,6);(3,1); ... (3, 6); ... (6, 1); ... (6, 6)}
e #Q = 36.

8) A= (L, 1) (2, 2); (3, 3); (4, 4); (5, 5); (6, 6)). PA) = g = =
b) B = AS, donde P(B) = 1— P(A) = —% - %
1
0 C= (1, 6 (2,5) (3, 4% (4, 3); (5, 2); (6, 1) € P(C) = g = 5
1

d) D={(6,6)}eP(D)= 36"

e) E = Q é o evento certo. Logo, P(E) = 1.
f) F=A{1 3) (2 3); (3, 1) (3, 2); (3, 3); (3, 4); (3, 5); (3, 6); (4, 3);
Py = AL
(5, 3); (6, 3)}. Dai, P(F) = 36
Pelo principio fundamental da contagem, o nimero de resultados
possiveis deste experimento €6 - 6 - 6 = 216.
Seja o0 evento A: a soma obtida € menor ou igual a 4.
A={1,1,1)(1,1,2);(21,1)(1, 2, 1)}
cpay = A _ 4 1
Dal, PA) = %5 =216 ~ 54"
Como cada langamento do icosaedro pode resultar em 20 ndmeros,
pelo principio fundamental da contagem, #Q = 202 = 400.
Como ha 2 faces com o nimero zero, indicaremos por OA e OB.
Seja o evento C: a soma dos pontos € igual a 2.
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9, =7); (=7, 9)(8, -6); (-6, 8); (7, -5); (-5, 7); (6,

{ 4); (-4, 6);
’ _3)7 (_37 5): (41 - )1 (_21 4)7 ’ _1)v (_17 3)v (21 OA)y (O

2); (2, Op);

A

380. Vamos construir o espaco amostral correspondente aos possiveis re-
sultados de vitéria nas 3 Ultimas partidas:
Q = {(AAA), (AAB), (ABA), (ABB), (BBB), (BBA), (BAB), (BAA)}
Baseado na informacao que A venceu as duas primeiras partidas, A
saira vencedor se ocorrer o evento:
{(AAA), (AAB), (ABA), (ABB), (BBA), (BAB), (BAA)}

A probabilidade de ocorrer esse evento €, entdo, <. Por outro lado, B s6

1 8 -
sai vencedor se ocorrer o evento {(BBB)}, cuja probabilidade é %
Desse modo, os 5600 reais deveriam ser assim distribuidos:
A: % de 5600 = 4900 reais
B: % de 5600 = 700 reais
381. Cada retirada corresponde a uma combinacao das 22 notas tomadas 2 a

2,isto &, #Q = (222 > 0 nimero de maneiras de extrair 2 notas de R$ 5,00

é dado por 5) = 10. Dai, a probabilidade pedida é: 10 _ ﬂ.
2 (22) 231
2
382. Q = {c, s, d, v}, em que c: casado, s: solteiro, d: desquitado e v: vilvo.

Temos: Pc = 0,3; Ps = 0,4; Pd = 0,2e Pv = 0O,1.

a) Seja o0 evento S: o homem € solteiro. P(S) = Ps = 0,4

b) Seja o evento B: 0 homem nao é casado. B = {s, d, v} e
PB)=Ps+Pd+Pv=04+0,2+01=0,7

c¢) Como os eventos “ser solteiro” e “ser desquitado” sao mutuamente
exclusivos, a probabilidade pedida é: Ps + Pd = 0,4 + 0,2 = 0,6

383. Seja o par (X, Y), em que X representa a nacionalidade da criancae Y a
bandeira escolhida.
Temos:
Q= {(B,B), (B,J), (B, 1), (B, ), (B, F), ..., (F, F)}. #Q = 25
Seja também o evento A: a crianca recebe sua bandeira.

A= (B BY (g, 1) Iy L U, ) (F, F). PA) = o = %
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385.

386.

387.

Entdo, a probabilidade de que a crianca sorteada néo receba a sua
o 1 4
bandeira € 1 55

Construindo o diagrama de Venn, temos:

Rh+ 0 O numero de pessoas que nao possuem fator
Rh* nem o tipo O é:
200 —(80 + 80 + 20) = 20
80+80 4
N — =
20 a) P(Rh*) = 500 5
b) P(0O%) = 1-P(0)
20+80 1
Mas P(0) = ~500 o

1 1
i O=1]-===
Dai, P(0%) = 1 5~ 75

¢) P(Rh*UO) = P(Rh*) + P(0) — P(Rh*NO)
4 80 9

1
+ = — —_ = —
PRhUO) =5+ 5 ~"%00 ~ 10

Construindo o diagrama, temos:

O numero de pessoas que ndo leem nenhum
dos jornais é:

50000 — (6000 + 5000 + 2000 + 1000 +
+ 2000 + 3000 + 2000) = 29000

. ... 21000 21
a) A probabilidade pedida é: 50000 _ 50
b) A probabilidade pedida é:

6000 + 2000 + 2000 1

50000 5
Construindo o diagrama, temos:
M F a) 70 = 1
1000 100
ﬁ b) 100 1
1000 = 10
QA 80+20_ 1
v © ~1000 ~ 10
600 Q
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388. Q= {(K K K), (K K, C), K C, K), (K C,C),(C,C,C)(CC,K) (C, K, C),
(C, K

C, K, K} #Q = 8
a) A= (C.C,0) PA) = 5
b) B ={(K, K, C), (K, C, K), (C, K, K)}; P(B) = 5
c) C=Q—{(C,C,C) #C = 7. Dai, P(C) = %
9) D = (K, K, K} PID) = 5
e) E={(K K, C), (K, C,K),(K,C,C),(C,C,CQC),(C,C,K),(C,K,C),(C K, K).
Dama:%.

389. Pelo principio fundamental da contagem, #Q =2 -2 -2 -2 = 16.
Seja o evento A: ocorra cara 3 vezes. Temos:
A={K K K, C), (K K C,K), (K C, K K), (C K K, K)}

o A4 1
Dai, P(A) = 3016 4

390. Cada extragao corresponde a uma combinacao das 52 cartas tomadas
5ab,istoé, #Q = (552).

Podemos escolher 3 entre 4 valetes de g = 4 formas e 2 dentre as

48 restantes de (428> maneiras. Ao todo, ha 4 - (428) possibilidades.

4(48>
2
52
5
392. 0 nimero de possibilidades de extracoes a serem feitas € o nimero de

permutacoes possiveis das 6 bolinhas, isto €, #Q = P, = 6! = 720. Por
outro lado, a Uinica sequéncia crescente dentreas 720 é (1, 2, 3, 4, 5, 6).

. - . .1
A , | =
ssim, a probabilidade pedida é =50

Assim, a probabilidade pedida é:

393. Como o sorteio € feito com reposicao, pelo principio fundamental da
contagem o ndmero total de possibilidades € 9 - 9 = 81.
0 evento que nos interessa é formado pelos pares (a, b), em que
b > a. Temos:
Se o 1¢ nuimero sorteado é 1, ha 8 possibilidades: (1, 2), (1, 3),
(1, 4),..,1,9)
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394.

395.

396.

397.

Se 0 12 nimero sorteado € 2, ha 7 possibilidades: (2, 3), (2, 4), ..., (2, 9).

Se 0 12 nimero sorteado € 8, ha 1 possibilidade.

Ao todo, ha, entdo: 8 + 7 + 6 + ... + 2 + 1 = 36 possibilidades.

Logo, a probabilidade pedida é: 36_4
8 9

0 namero de possibilidades de sortear 3 etiquetas quaisquer da urna,
sem reposicao, é C..= (g) isto é, #Q = <2>

0 evento A que nos interessa é aquele em que os niimeros contidos nas
etiquetas sao consecutivos. Podemos ter:

{1, 2,3}

{2'?”4} Isto €, #A = n — 2.

{n—.2,n—1,n}

Assim,P(A)=%=n;2= ”;!2 -
(n-2)6(n=-3)! 6

nn—-1)(n-2)(n—-3)! n(n-1)"

0 namero de elementos do espaco amostral € o nidmero de formas de
dispor 8 pessoas em uma fila, que corresponde a P, = 8l.

a) Considerando-os como “uma sb pessoa”, havera 7! permutacoes.
Como os elementos do par podem permutar entre si, ao todo temos:
2! 7! possibilidades.

171
Assim, a probabilidade pedida é: % = %
b) Tendo em vista o item anterior, a probabilidade de Pedro e Silvia
ficarem separados é 1 1.3

P 4=

Através de argumento idéntico ao anterior, a probabilidade pedida é:
PP, 3171

P, 9l 12

#Q = AiOOO, 1 POIs interessa a ordem em que os ndmeros sao

sorteados.

a) 0 evento A que nos interessa é formado pelas sequéncias do tipo

(3411 —_—)— —) ) ) ) ) _)' #A = A

999, 9°
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402.
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#A A999 9 1
Logo, P(A) = = = — = .

#Q A, 1000
b) O evento B que nos interessa é formado pelas sequéncias do tipo

1
(_7 — — 3417 — —) — —) —t —)' #B = A999'9 e P(B) = 1000 :
. 1

c) Analogamente aos anteriores, P(C) = 1000 °

Como cada resultado pode apresentar cara e coroa, pelo principio

fundamental da contagem, temos:

#Q =2-2-..-2 =21 0n0mero de maneiras de observar 5 caras e
10 vezes

5 coroas corresponde ao nimero de permutacoes de 10 faces, com 5

repeticoes de cara e 5 repeticdes de coroa.

P> _ 63

Assim, a probabilidade pedida é: S T 256

0 numero de maneiras de a pessoa concentrar a atencao de dois
determinados nimeros é C, , = 15, pois pensar, por exemplo, nos
ndmeros 2 e 5 € 0 mesmo que pensar em 5 e 2. Se o adivinho estiver
realmente “chutando”, em uma Unica ocasiao ele acertara os nimeros

pensados. Dai, a probabilidade pedida é 1—15
Como a extracao é feita com reposicao, o nimero total de resultados
possiveis €6 -6 -6 -6 = 1296.

O nimero de possibilidades de extrair todas as bolas com ndmeros
diferentes equivale ao nimero de arranjos das 6 bolas tomadas 4 a 4,
isto €, A, , = 360.

. .. 360 _ 5
Dessa forma, a probabilidade pedida é: 1296 18
Temos:
#2=10-10 .. 10=10°

5 vezes
0 evento A que nos interessa € aquele formado por cinco algarismos
diferentes. Como vimos, #A = A10'5.
Aos 30240

Assim, a probabilidade pedida é: 100~ 105

Notando que a extracao é feita com reposicao, pelo principio funda-
mental da contagem, #Q = 8 - 8 = 64.

Podemos ter, pelo principio fundamental da contagem:

(VV): o nimero de possibilidades €5 -5 = 25
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404.

405.

406.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

VB): o nimero de possibilidades é5 - 3 = 15
BV): o nimero de possibilidades é 3 -5 = 15
BB): o0 nlimero de possibilidades é 3 -3 =9

a) PV

(
(
(

b) P(BB) =

VI=e1 o4

Analogamente ao anterior, temos: #Q = 10 - 10 = 100
Podemos observar:

(V, V): 5 - 5 = 25 possibilidades (B, P): 3 -2 = 6 possibilidades
(V, B): 5 - 3 = 15 possibilidades (P, P): 2 - 2 = 4 possibilidades
(V, P): 5 - 2 = 10 possibilidades (P, B): 2 - 3 = 6 possibilidades
(B, B): 3 - 3 = 9 possibilidades (P, V): 2 - 5 = 10 possibilidades
(B, V): 3 -5 = 15 possibilidades

25 1
a) P(W) = 100~ 4

b) H& 25 + 10 + 4 + 10 = 49 possibilidades de ndo se observar
nenhuma branca.

49
Entdo, a probabilidade é —= 100"

c) Ha25+ 15 + 9 + 15 = 64 possibilidades. Assim, a probabilidade é
64 _ 16

100  25°

0 ndmero de possibilidades de serem extraidas 3 cartas sucessivamente,
sem reposicao, é C,, 5 POIs ndo importa a ordem das cartas sorteadas. O
ndmero de maneiras de selecionar trés cartas de “paus” € o nimero de
combinacoes possiveis das 13 cartas de “paus” tomadas 3 a 3.

Logo, a probabilidade pedida é:

5)
C13, 3 3 11

Cs, s (52) 850
3

Temos: #Q = (522> = 1326
a) 0 nuimero de formas de selecionar 2 entre os 4 ases possiveis é
C,,=6.

P - B 1
Dai, a probabilidade é:

_6 __1
1326 221
b) Existem (i) = 4 maneiras de selecionar um as e (i) = 4 maneiras

de selecionar um rei. Assim, ha 16 possibilidades de selecionar o par

“as e rei”. 16 5
Dai, a probabilidade é 1326 663"
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N

407. Temos: #Q = (

1>=66

< >mane|ras de escolher 2 bolas brancas. Assim, a proba-
A
55"
2

b) Analogamente ao anterior, a probabilidade é: ===

7
a) Existem
2
7
2

bilidade é

¢) Uma das 5 bolas vermelhas devera se “juntar” a uma das 7 bolas

brancas, totalizando 35 possibilidades. Logo, a probabilidade é 3

66"
408. Selecionar 10 pecas de um lote de 200 pode ser feito de (21%0> modos
distintos.
. (180 . .
a) Ha 10 maneiras de selecionar as 10 pecas boas.

(180)
10
(200)
10
b) Ha (ig) maneiras de selecionar as 10 defeituosas.
[5o)
10
(200)
10

c) Existem (180> “grupos” de 5 pecas boas. Cada “grupo” desses ira

Entao, a probabilidade é:

Entao, a probabilidade é:

se “juntar” a um dos (250 “grupos” de defeituosas. Ao todo ha, portan-

to’<180
5

(1§0>'<%S)

%)

).(250) possibilidades. Logo, a probabilidade pedida é:
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4009.

410.

411.

412.

Analogamente ao anterior, #Q = <6O>.

5
(50) (10) (50),(10)
5 5 2
(60) (60) 60
5 5 5
d) A probabilidade de nao serem observadas pecas defeituosas €, pelo
50

5
item a, (60 - Logo, a probabilidade de ser observada ao menos uma
;)

(50)
. B 5
peca defeituosa € 1 — ——.
(60)
5
Sejam {A,, A }, (B, B} ..., {J,, J,} os 10 pares de meias. O namero de
[ —

rasgadas

maneiras de selecionar duas quaisquer meias é (22O> = 190. Excluindo

o par de meias rasgadas, ha 9 possibilidades de ter pés do mesmo par:
{B,, B}, {C,,C}, ... {4y, I}

- . .09
Entao, a probabilidade pedida é 190"

100)

Temos(
5

maneiras de escolher as camisas, isto &, #Q = (1OO>.

5
0O evento E que nos interessa é aquele em que uma das outras 20

camisas “se junta” a um dos (84O> “grupos” de 4 camisas da marca A.

Logo, #E = 20(8(’).

4
e 2 (840)
Dai, P(E) = 35 = —————
(100)
#Q = (52 >
5

a) 0 evento A pedido é formado pelas combinagées em que uma das
48 outras cartas “se juntam” a Unica combinacdo em que os 4 reis
aparecem, isto &, #A = 48.

Logo, P(A) = —8_

5]
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b) Excluindo os reis, ha (458> modos de selecionar as outras cartas.

48
5

()

//
~ —

Logo, a probabilidade é:

(5]
0 1-->/

(%)

413.  #Q = (522>

Existem (329> maneiras de escolher cartas que nao sejam de “copas”.

Entao, a probabilidade de que pelo menos uma das cartas seja de

Z)
“copas” é:1 - 2 15
pas”e: <52) 34
2
414. O nimero de maneiras de escolher 5 quaisquer pessoas é C10,5 = (150>

0 ndmero de combinagdes em que Regina comparece é (i) Assim, a

n

probabilidade pedida é:

10
5
415. Podemos escolher as 10 000 declaragdes a serem analisadas de
100000 P ~ )
modos, pois hao importa a ordem das declaracoes escolhi-
(10000) P P ¢

99999

das. P tro lado, exist
as. Por outro la oeX|sem<9999

) maneiras de escolher as declara-

¢oes, incluindo a do Sr. K.

(99999)

) . . 9999 1

Assim, a probabilidade é: ————— = ——=
100000 10
10000
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416.

418.

419.

421.

422,

As 10 pessoas podem ser escolhidas de (11000> maneiras.
Incluindo a pessoa portadora da moléstia, podemos ter(99> “grupos”.
%)
Logo, a probabilidade pedida é: 9 = L
(100) 10
10

Podemos selecionar 3 quaisquer dessas meninas de (:;O) = 120 mo-

dos. O evento A que nos interessa é formado por todas as combinacoes
tais que em cada uma ha 2 ou 3 meninas de olhos azuis.

-un _[4)[6 4\ _ . _ 40 1
Dai #A = <2><1> + (3) = 40. Assim, P(A) = 0~ 3

0 numero de formas de extrair 5 bolas quaisquer da urna é
(g) = 126 = #Q. 0 evento A que nos interessa € observar 2 brancas,

1 vermelha e 2 azuis.
As brancas podem ser escolhidas de <g> = 6 formas; a vermelha de

(i) = 2 formas e as azuis de(g) = 3 formas.Dai,#A =6 -2 - 3 = 36.

#A 36 2
Logo, P(A) = E = FG = ?

#Q = (522>. 0 nimero de maneiras de escolher 2 cartas de mesmo

naipe é 4 - (123) Logo, a probabilidade de que as cartas escolhidas
4<123) 13
apresentem naipes diferentes é: 1 —@ =17
2
#Q = (522 ) Sejam os eventos:

A: ocorrem 2 reis #A = (g)

B: ocorrem 2 cartas de copas #B = (123>.

ANB: ocorrem 2 reis e 2 cartas de copas. ANB = J, pois s6 existe um
rei de copas. Assim P(ANB) = 0.
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<4> (13>
2 2 14
Dai, P(AUB) = P(A) + P(B) = + = .
(AUB) = P(A) + P(B) (52> (52> 551
2 2
423. 0 nimero de maneiras de dispor 10 pessoas em uma fila é P, = 10.L

0 evento E que nos interessa é formado por todas as configuragdes em
que ha exatamente 4 pessoas entre Jonas (J) e César (C). Temos:

J C

J C

J C

J C

J C

Levando em consideracao que para cada uma das disposicoes acima
ha 8! possibilidades (pois corresponde a permutacao das 8 pessoas
restantes) e que Jonas e César podem trocar de lugar, vem que

2-5-8l 1
=5.8!-92! =< - 2 _ -
#E =5 - 8! - 2!, donde P(E) 101 5
424, Como para cada passo ha 2 possibilidades (para cima e para a direita),
pelo principio fundamental da contagem ha 2 - 2 - ... - 2 = 2° possibili-
dades. 10 vezes

0 numero de maneiras de atingir o ponto (7, 3) corresponde ao niimero
de permutacoes de 10 passos, com 7 e 3 repeticoes. Logo, a probabi-
lidade pedida é:

Pu® _ 15
210 128
425, a) 0 espaco amostral reduzido é B = {2, 4, 6}. Seja o evento A: 0 nUme-
ro obtido & maior ou igual a 5; A = {6}.
1
Assim, P(A|B) = 3

b) 0 espaco amostral reduzido é B = {5, 6}. 0 evento A que nos interes-

sa € A = {6}. Logo, P(A|B)

>
¢) 0espacgo amostral reduzido € B = {1, 3, 5}. Seja o0 evento A: o nime-
ro obtido € menor que 3; A = {1}. Dai, P(A|B) = %

d) 0espacgo amostral reduzido € B = {1, 2}. O evento A que nos interes-
sa é A = {1}. Logo, P(A|B) = %
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426.

427.

Q=1{1,2,..99, 100}; #Q = 100.

a) Seja o evento A: o nimero obtido € par: A = {2, 4, ..., 98, 100}.
oy A 50 1

Dai, P(A) = 0 - 100 2

b) Sejam os eventos:

A: o nimero obtido é par; A = (2, 4, ..., 98, 100)

B: o0 nimero obtido € menor que 50; B = (1, 2, ..., 49) e P(B) = %

ANB: 0 nimero obtido é par e menor que 50; ANB = (2, 4, ...,48) e

24
P(ANB) = 100" -y
P(ANB 100 24
Logo, P(A|B) = (P(B) ) = 29 =29
100

c) Sejam os eventos:
A: o0 nimero obtido é divisivel por 5; A = {5, 10, ..., 95, 100}.

B: o nimero obtido é par; B = {2, 4, ..., 98, 100} e P(B) = %
ANB: o nimero obtido € divisivel por 5 e par; ANB = {10, 20, ...,
90, 100} e P(ANB) = %.
10
, P(ANB) _ 100 1
Assim, P(A|B) = = =—=.
WB="pE) ~ 50 5
100

Seja o par (a, b), em que a representa o nimero obtido no lancamento
de d, e b 0o numero obtido no langamento de d.,.

a) 0O espaco amostral reduzido é:

B = {2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, D), (2, 6)}. O evento A que nos

interessa € A = {(2, 4)}. Logo, P(A|B) = %
b) O espaco amostral reduzido € B = {(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)}.
0 evento A que nos interessa € A = {(2, 4)}. Assim, P(A|B) = %

c) 0 espaco amostral reduzido é:
B =1{1,2), (2 1), (2 2), (2 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 2), (4, 2),
(5,2),(6,2)}
0 evento A que nos interessa é
A={1,2),(21),(2,2),(2,3),(2,4), (3, 2), (4, 2)}. Temos, entao:
7

P(AIB) = 47
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d) O espaco amostral reduzido é B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2),
(3, 1)}
O evento A formado por todos os pares de B tais que a soma dos pontos
€ menor ou igual a 6 € o proprio B, isto €, A é o evento certo. Dai,
P(A|B) = 1.
e) 0 espago amostral reduzido é B = Q - {(4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 4),
(6, 5), (6, 6)} em que Q = {(1, 1), (4, 2), ..., (6, B), (6, 6)}, #Q = 36
e #B = 30. 0 evento A que nos interessa € formado por todos os
pares de B tais que o maximo dos numeros observados é 5, isto &,
A={(1,5), (2, 5),(3,5), (4,D5), (5, 1), (5, 2),(5,3), (5, 4)}. Dai,

8 4

PIAIB) =30 = 15"

Seja o par (a, b), em que a representa o nimero obtido em t,ebo
namero obtido em t,,.
Temos: Q = {(1, 1), (1,2),(1,3),(1,4),(2,1), ..., (4,4)}e#Q =4 -4 = 16.
Seja B o0 evento: a soma dos pontos obtidos & maior que 5.

#B 6
B ={(2, 4),(3,3),(3,4), (4, 2), (4, 3), (4, 4)}, PB) = 0~ 16"
a) Sejam os eventos A: 0 niimero observado em t, é 4,
A=1{(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}

e ANB = {(4, 2), (4, 3), (4, 4)} e P(ANB) = 1%'
3
_PANB) _ 16 1
Logo, PIAIB) = gy =5~ =5
16

b) Sejam os eventos:
A: 0 nimero observado em t, € 3; A = {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}

ANB ={(3, 3), (3,4)} e P(ANB) = 2

16°
2
, _PANB) _ 16 1
Dai, P(A|B) = PB) _i 3
16
a) 1) Seja A o evento: a garota escolhida € loira; #A = 17 + 9 = 26.
Cpay A 26 13
Dai, P(A) = #0 ~ 50 _ 25"

2) Seja A o evento: a garota escolhida é morena de olhos azuis;
#A = 4.

4
Logo, P(A) = E = %
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3) Sejam os eventos:

B 1
A: a garota escolhida é morena; P(A) = 5—§
. . 24
B: a garota escolhida tem olhos azuis; P(B) = 50"
ANB: a garota escolhida € morena de olhos azuis; P(ANB) = %
, _ _18 24 4 19
Dai, P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = ) + 50 50 - 25"
b) Sejam os eventos:
A: a garota escolhida € morena.
2
B: a garota escolhida tem olhos castanhos; P(B) = 5—3
ANB: a garota escolhida € morena de olhos castanhos; P(ANB) = %
14
P(ANB) _ 50 7
Logo, PAIB) = ——=—— = —.
og0, PIAIB) = o =5~ 13
50
430. Com os dados do problema é possivel construir a tabela seguinte:
@ Sexo )
curso - —
masculino feminino
Fisica 20 30
Quimica 10 10
\_Matematica 20 10 )
Sejam os eventos:
A: 0 aluno sorteado é do curso de Matematica.
B: 0 aluno sorteado é do sexo feminino; P(B) = 15T%
ANB: o aluno sorteado é do sexo feminino e do curso de Matematica;
10
P(ANB) = 100"
10
P(ANB) 100 1
Logo, P(A|B) = = ==
g PAIB = pE " 50 " B
100
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431. Q = {2p, 2¢, 20, 2e, ..., Kp, Kc, Ko, Ke, Ap, Ac, Ao, Ae} e #Q = 52,
Sejam os eventos:
A: o numero da carta é 6; A = {6p, 6¢, 60, Ge}.
B: o ndmero da carta esta entre 4 e 10; B = {4p, 4c, 4o, 4e, ..., 10p,

10c¢, 100, 10¢€}; P(B) = 2

52°
ANB = A = {6p, 6¢, 60, 6e} e P(ANB) = %
4
P P(ANB) 52 1
Dai, P(A|B) = =— ==
52
432. 0 numero de elementos do espaco amostral € o nimero de combina-

cOes das 5 pessoas tomadas 3 a 3, isto &, #Q = (g) = 10.

Sejam os eventos:
A: César pertence a comissao.

B: Denise nao pertence a comissao; #B = (g) =4ePB) = 1i0

ANB: César pertence e Denise nao pertence a comissao;

_(3\= _3
#AﬂB—<2>—3eP(AﬂB)— o

433. O espaco amostral reduzido (com a informacao de que ha 3 aparta-

mentos ocupados) € tal que #Q = (g) = 20.

0O evento A que nos interessa € aquele em que ha exatamente um
apartamento ocupado por andar.
Pelo principio fundamental da contagem, #A =2 -2 -2 = 8.

#A 8 2

Assim, P(A) = m = 2—0 = g

P(ANA) _ P(A)

434. @) P(AIA) = —p= = pan = 1
C
b) P(AC|A) = —P(Q(Q)A) = %%) =0
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435.

c) Se A e B sdo mutuamente exclusivos, ANB = & e P(ANB) = 0.

Dai, P(B|A) = P(E(Q)A) = 0.
d) P(AUBJA) = P[(AFL,J(/?))HA] = m; =1
e) Da hipdtese, P(ANB) = 0 e P(AUB) = P(A) + P(B).

Temos, entao:

_ PIANAUB)] P
PIAIAUB) = —"Ba0BT ~ PA) + P(B)

Construiremos o diagrama da arvore, notando que a 12 “coluna” do dia-
grama representa o cartao retirado pelo juiz e a 22 “coluna” representa
a face mostrada ao jogador.

Sejam ainda:

C,: cartdo todo amarelo, C,: cartdo todo vermelho e C,: cartao vermelho
de um lado e amarelo de outro.

w
w%
(@]
w N
ﬂ'*
>

2
O evento que nos interessa € C,NA. Pelo teorema da multiplicagao,
.1 1 _ 1

essa probabilidade é = - = = —.
probabil 3’2 6

Construindo o diagrama da arvore, temos:
3
7
1 <
/ 4
7
6
= -V
1 8
\ ||<
2
8

N

2

~1.3_3 _1.6_3

a) PINV) = 5= =57 o) PUINV) === =2

_1.4_2 _1.2_1

b) P(INP) = 57 = d) P(INP) 5 '8 8
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437. Neste caso, indicaremos a primeira e a segunda bolas escolhidas,
respectivamente, na 12 e 22 “colunas” do diagrama.

A
4

3
14 -8 . 3 _4
Vv B a) P(VNB) = 15 14 35
4
14
8 P
15
2 3 8 4
15 -2 .5 _ =
B b) P(BNV) 5 14 35
4
14
P
4
15 Vv
-8 .1 _4
P c) P(BNV) = 15 14 15
3
14
P
438. Neste diagrama, a 12 “coluna” representa as possibilidades para o 1°

dia e a 22 “coluna” para o 2° dia.
Representaremos: chover por CH e nao chover por CHC. Temos:

4

30 —CH
5 CH
31 ?CW
30
\ 5
30
26 CHe <CH

31 25 CHC
30

5 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

0 evento que nos interessa € CH°NCHC. Pelo teorema da multiplicagéo,

.26 25 _ 65
Cm C . -
PICHNCHY e 31 30 93
439. a) P, a probabilidade de que uma pessoa com 40 anos sobreviva

mais um ano.

b) 2 P,,: a probabilidade de que uma pessoa com 40 anos sobreviva
mais 2 anos.

c¢) Vamos construir o diagrama da arvore para uma pessoa com
40 anos. Na 12 coluna indicaremos as possibilidades de sobrevivéncia
até os 41 anos e na 22 coluna, as possibilidades de sobrevivéncia até
0s 42 anos. Indicaremos sobrevivéncia por S e morte por M. Temos:

1_P41 M
TP

40

0 evento que nos interessa € aquele em que uma pessoa com 40 anos
sobreviva mais 2 anos, isto €,
2P,,=PENS) =P, -P,, que € o que queriamos demonstrar.

440. Construindo o diagrama da arvore, temos:

10 A
Pelo teorema da probabilidade total, temos:
a) P(V) = P(INV) + P(INV) + P(IINV), isto &,
13,1 2 1 5 11
PM=3"7t3' 873 10~ 28
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b) P(B) = P(INB) + P(IINB) + P(llINB), isto €,
1 4 1 6,1 2 171
PB)=3"7%3 873 10~ 140"
_ 1.3 _ 1
c) P(A) = P(lINA) = 3 10 10"
441. No primeiro experimento, a probabilidade de sairem duas bolas pretas

s 1. X __x_

10 10 100°

No segundo experimento, a urna tera (1 + x) bolas pretas e (19 — x)
bolas brancas, num total de 20 bolas.

O nimero de maneiras de extrair 2 quaisquer bolas é (220>.

0O nimero de maneiras de extrair 2 bolas pretas é (1 ;L X)-

Assim, a probabilidade de sairem 2 bolas pretas é
1+ x

( 2 ) _ (L4 x)x

(20) 20-19 °

2
Devemos ter:
(1 + x)x X 14
20-19 ~ 100 B

Como x deve ser natural, vem que x = 3.

442, Na 12 coluna do diagrama representaremos a fabrica e na 22 coluna, a
qualidade da peca: boa (B) ou defeituosa (D).
Temos:

18
20 B
A
il 2 D
3 20
1 24
— 30 B
3 B
3 D
1 E 30
3 40 B
c—__
2 D
40
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443.

444,

Pelo teorema da probabilidade total, temos:
a) P(B) = P(ANB) + P(BNB) + P(CNB) =
:1 18 1 24 1 38 53

3’20 330 3 40 60
b) P(D) = P(AND) + P(BND) + P(CND) =
1 2 1 6 1 2 7
“3' 20733073 20 80

Em cada tentativa podemos ter:

{(K, K, K), (K, C, K), (K, C, C), (K, K, C), (C, C, C), (C, K, C), (C, C, K), (C, K, K)}
Um sucesso ocorrera se ocorrer o evento: {(K, K, K), (K, C, K), (K, K, C),
(C, K, K)}

.4 1
Assim, a probabilidade de obtermos um sucesso é R
Pelo teorema da multiplicagao, a probabilidade de obtermos 2 sucessos
B .1 1 1
nas duas primeiras tentativas é, entao, 55 = T

Construiremos um diagrama da arvore em que a 12 “coluna” representa
a cor da bola extraida da urna | e a 22 “coluna” representa a cor da bola
extraida da urna Il. Notemos, por exemplo, que se a bola extraida da
urna | € vermelha, a configuracao da urna Il passa a ser: 5 vermelhas,
5 amarelas e 2 brancas. Temos, entao:

2
5 2

12 B
3
5

2

o
w
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Pelo teorema da probabilidade total, vem:

2 5 3 4 11
a) PV)=PVAV) +PANV) =55+ 5 75 = 30
2 5 3 6 7
b) P(A) = PVNA) + PANA) = 575 + £ 75 = 15
2 2 3 2 1
¢) P(B)=PVNB) +PANB) =5 5 +5 " 15~%

445. Sabemos que:
P(ANB) = P(A) - P(B|A), isto €, 0,8 = P(A) - P(B|A) (1)
e
P(B°NA) = P(A) - P(B®|A), isto €, 0,1 = P(A) - P(B°|A) (2)
Notando que P(B|A) + P(B°|A) = 1, em (Il), temos:
0,4 =P(A) - [1-P(B|A)] = 0,1 = P(A) — P(A) - P(B|A).
Substituindo (1) nessa Ultima expressao, vem:
0,1 =P(A)-0,8=P(A) =0,9

447. Inicialmente, para a moeda Ill, temos:
1
P(C) = 3
P(K) + PC)=1=2PC)+PC)=1 = {e
2
P(K) = 3
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448.

11 1
a) P(MlﬂK)=§'§=€
b) P(K) = P(MNK) = P(M,NK) + P(M, NK) =
_1.1 1 1. 2_13
=3 2t3 1t3° 3773
1
CPMOK) B 3
¢) P(M|K) 51K 513
18

Uma peca selecionada ao acaso do estoque pode ter sido produzida pela
maquina A ou pela maquina B. Do enunciado, temos: P(A) = 3 P(B).
Como P(A) + P(B) = 1, vem: P(B) = %e P(A) = %
Construindo o diagrama da arvore:

(na 22 coluna, indicaremos B: boa e D: defeituosa)
3
4
k
4

Temos:

80

100 B
A<

20 >~p

100

90

100 B
B<

10>~p

100

P(ANB) = 3. 80 _ 3 [ é a probabilidade de observarmos
4 100 5\ maquina A e peca boa

3 80 1 90 33

P(B) = P(AﬂB)-FP(BﬂB):Z'W-FZ'W—TO(ea
probabilidade de observarmos uma peca boa)
3
P _ P(ANB) 5 _ 8
Dai, P(A|B) = —pa— = —= = 77-
40
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P(XNC) 0,5-0,8

) PXIC) = et = 2208 = 46,7
P(ZNC 0,1-0,95
b) P2IC) = a2 220 = 11,1%

Vamos construir uma tabela em que:

A representa o individuo portador da moléstia;

AC representa o ndo portador da moléstia;

SIM representa o resultado afirmativo do exame para detectar a
moléstia;

NAO representa o resultado negativo.

Além disso, notemos que a tabela tem seus valores expressos em
termos relativos (isto €, em termos percentuais):

moléstia A A€ h
SIM 0,8-0,02 =0,016 | 0,05 0,98 = 0,049
L NAO 0,2-0,02=0,004 | 0,95-0,98 = 0,931/

A probabilidade pedida é P(A|SIM).
Temos:

P(ANSIM) 0,016 16— oa6%

PAISIM) = —5SiMy ~ ~ 0,016 + 0,049 _ 65

Seja n onumero de homens e n o nimero de mulheres dessa populacao.
Indicaremos daltonico por D e ndo dalténico por D°. Podemos construir
a seguinte tabela (de forma analoga a tabela anterior):

/sexo M F )
D 0,05n 0,0025n
\_ D¢ 0,95n 0,9975n )
Assim,
P(F|D) = P(FND) 0,0025n ~ 0,0476 = 4,8%.

P(D)  0,05n + 0,0025n

Vamos construir o diagrama da arvore, sendo que em cada “coluna” do
diagrama representamos os passos possiveis a partir do passo anterior
dado:
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455.

456.

~
B
N R

N

P A o A
!

o1

/7
A\

A O

(&)

Pelo teorema da multiplicacao,
P(13)=P(1N2N4N8N13)+P(1N2N5N8N13)+P(1N2N5N9N13)+
+ P(1N3N5N8N13) + P(1N3N5N9N13) + P(1N3N6N9N13)

-4+ 43

a) Se Ae Bsaoindependentes, € claro que B e Atambém sao indepen-
dentes. Pela proposicao anterior, B¢ e A sdo independentes.

N =

b) Do item anterior, A e B® sdo independentes. Pelo exercicio anterior,
A® e B® também sao independentes.

A e B mutuamente exclusivos < P(ANB) = 0.

P(ANB) =0 logo, P(A) - P(B) # P(ANB) e os eventos

Temos: = ~
P(A) - P(B) >0 A e B sao dependentes.
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457. @) PH) =20 = =04
M 6
b) PIM) = 33 = 15 = 0.6

¢) HNM é o evento no qual uma mosca pousa ao mesmo tempo num
homem e numa mulher, isto €, HNM = .

Logo P(HNM) = 0 # P(H) - P(M), o que mostra que P(H) e P(M) nédo sao
independentes.

458. Q = {2p, 20, 2e, 2c¢, ..., Ap, Ao, Ae, Ac}; #Q2 = 52

Temos:
#A 13 1 4 1
PA=30~" 52 " 2P® -5~ 13
8 2
PO=5 13

a) Seja o evento ANB: a carta € um rei de copas,

ANB = {Kc} e P(ANB) = =
52 1
1 1

Por outro lado, P(A) - P(B) = Z° 13 " B2 0 que mostra que A e B sao
independentes.
b) ANC: a carta extraida € um rei de copas ou uma dama de copas,

2 1
ANC = {Qc, Kc} e P(ANC) = 55~ 96
1 2 1

Como P(A) - P(C) = 2 13 26 = P(ANC), A e C sao independentes.

¢) BNC: a carta extraida € um rei, BNC = {Kc, Kp, Ke, Ko},

P(BNC) = 52~ 13
1 2 2

Por outro lado, P(B) - P(C) = 13 13~ 169 # 1—13 = P(BNC).

Logo, B e C nao sao independentes.

459. a) P(ANB) = P(A) - P(B), pois A e B resolvem o problema de forma

independente. Assim, P(ANB) = % %—g

= - 1.3 1_11
b) P(AUB) = P(A) + P(B) ~P(ANB) = = + =~ = = T
c) P(A°NB®) = P(A°) - P(B°) = % ' % - %
d) PANBY) = P(A) - P(BY = 5 - = = ==

2 2

e) P(BNA) = P(B) - PA) = = 5 = =
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460.

462.

463.

464.

a) PHNM) = P(H) - P(M)=0,4-0,5=0,2
b) P(HUM) = P(H) + P(M)-P(HNM) =0,4 + 0,5-0,2 = 0,7
Sejam:

P . . 1
P(L): probabilidade de Luis convidar Alice; P(L) = 7T

P(C): probabilidade de César convidar Alice; P(C) = %
P(0): probabilidade de Olavo convidar Alice; P(O) = %

1 2 1 1 . ~
a) P(LNCNO) = P(L) P(C) P(O) = 25 2" 20 pois 0s eventos sao

independentes.

b) P(LUCUO) = P(L) + P(C) + P(O) — P(LNC) — P(LNO) — P(CNO) +

+ P(LNCNO). Notando novamente eventos independentes, vem:
1,2, 1 12 11 21 12 1 31

PLUCUO) = Z+5+372'5° 22 527452 40
3 3 1 9
c c C) — c . Cy . 2.2, =__Z
c) P(L°NCCN0O°) = P(L®) - P(C®) - P(0O°) 252" 20

Como o circuito esta ligado em série, ele funcionarda somente se
C,, C, e C, funcionarem simultaneamente, isto &, P(C,NC,NC,) =
=09 -09 08 = 0,648. Entao, a probabilidade de nao passar

corrente pelo circuito é: 1 — 0,648 = 0,352
a) A probabilidade de nao se obter o nimero 6 no lancamento de um

dado é % Como os lancamentos dos dados sao independentes entre

si, a probabilidade de nao se observar face 6 no langamento de um

5555(5

4
dado4vezesé—= - = = &= = 6) . Logo, a probabilidade de se obter

4
pelo menos um “6” é 1 —<%> = 0,5177.

b) Jogando-se dois dados simultaneamente uma vez, a probabilidade

de nao se observar o par (6, 6) é 22

de termos eventos independentes, a probabilidade passa a ser de

Lancando-os 24 vezes, pelo fato

24
(g—g) . Logo, a probabilidade de se obter pelo menos 1 par de “6” €

35 24
1- (36) = 0,4914.

Assim, a) é mais provavel.
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465. Temos: P(K) = P(C) = no lancamento de uma moeda.

21
a) Como os lancamentos sao independentes entre si, temos que:
1\ 1
PKNKN...K) = P(K) - P(K) - ... - P(K) = (5) =T0oa"

10 vezes 10 vezes

B B 1 10 B 1

b) Analogamente, P(CNC...NC) = P(C) - P(C) - ... P(C)I = <§> = Tooa
10 vezes 10 vezes
c¢) Como cada lancamento pode resultar em cara ou coroa, pelo
principio fundamental da contagem, o nimero de elementos do espacgo
amostralé 2 - 2 - ... - 2 = 21° = 1024. 0 evento A que nos interessa é
[ ——
10 vezes

observarmos 4 caras e 6 coroas. O nimero de elementos do evento A
€ 0 nimero de permutacgdes de 10 elementos com 4 repeticoes de “K”
e 6 repeticoes de “C”, isto &,

pho = 41'06" = 210.
Logo, P(A) = % = % = i"‘L)OTg
466.  Temos: P, = ( )p gk = (1‘3)0 4+0,6%0*
a) P, = (100)(0 4)°-(0,6)*° °= 0,006
b) P, = (f)(o 4)" - (0,6)1°% = 0,251
o) P, = (12)(0 4) - (0,6)°° = 0,111
d) P, = (180)(0 4)%-(0,6)° 8 =0,011
467. Seja a ocorréncia de cara. Temos: p = q = %e n = 6.
Dai, P, = (ﬁ)<%>K<%)6_k = (E)(%)e) Oquenosinteressa éa pro6babilidade
de observarmos exatamente duas caras, isto €, P, = (g)(%) = % =
= 0,234.
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468.

469.

470.

471.

472.

473.

Consideremos sucesso o evento: a face observada é o “4”. Temos
1 1

5 1 k 5 5-k
p= geq = 1—€=€. ComoP, :(ﬁ)<€> <€> ,aprobabilidade de

A . 5\ /1\3/5)? 125
que o “4” aparega exatamente 3 vezes €: P, = <3> (E) <€> = 3888
Para cada tentativa de resolver o problema, temos:
sucesso: o estudante acerta o problema; p = 0,8
fracasso: o estudante erra o problema; q = 0,2
Estamos interessados em calcular P,. Temos:

P = (2)(0,8)6 - (0,2 = 0,294

Para cada tiro dado, temos:
SuCesso: a pessoa acerta o alvo; p = 0,2
fracasso: a pessoa erra o alvo; g = 0,8

Temos: P, = (ﬁ)(0,2)k(0,8)8K. A probabilidade pedida € P,

P, = (i)(o,z)‘* - (0,8)* = 0,046

Consideremos:

sucesso: um homem de 45 anos sobrevive mais 20 anos; p = 0,6.
fracasso: um homem de 45 anos nao sobrevive mais 20 anos; q = 0,4.
Estamos interessados em calcular P,. Temos:

P, = (i)(o,e)‘* - (0,4)' = 0,259

Para cada questao, temos:
sucesso: 0 aluno acerta a questao.
fracasso: o0 aluno erra a questao.

1
Como o aluno esta “chutando”, temos que p = q = >
O que nos interessa é calcular P,,- Temos:

_ 20 1 10 1 20710~
P1°_<10>(7> '<7 = 0476

Em cada lancamento, temos:

1
SUCESSO0: ocorre cara; p = E

1
fracasso: ocorre coroa; q = E
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2 1 k 1 2n-k
Temos Pk=< k”)-(—) (—) .Assim, a probabilidade de observarmos

2 2
cp —(2n) (L)LY Z (2n) (L)
n caras é: Pn—< 0 > <2> <2> —( o )(2
475. Em cada langcamento da moeda, temos:

1
SUCESSO0: ocorre cara; p = E

1
fracasso: ocorre coroa; q = 7

A probabilidade de observarmos pelo menos 8 caras em 10 lanca-
mentos é:

onra- (O (ST () -
476. Para cada partida disputada, temos:

sucesso: o time vence; p = 5
2
5
Estamos interessados em calcular P, + P, + P, + P, + P,.
Ora, como P,+P,+P,+P,+P,+P, = 1, a probabilidade pedida é:

. (5\/3\°(2f ., 32 3093
1-P,=1 (o)(ﬁ) (§> =1-3125 ~ 3125

478. A probabilidade pedida é:

4
3

fracasso: o time perde; q =

4

P,+P,= .

=0,1792

)(0,4)3 - (0,6)t + ( )(0,4)4 -(0,6)° = 0,1536 + 0,0256 =

479. Para cada questao respondida, consideremos:
sucesso: 0 aluno acerta a questao.
fracasso: o0 aluno erra a questao.

Como o aluno esta “chutando”, temos que p = q = DX

O que nos interessa calcular é: P, + P, + P, + P_. Temos:

) & )T+ (e ) ()T -32
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480.

481.

Consideremos:

sucesso: o eleitor é favoravel ao candidato; p = 0,3
fracasso: o eleitor ndo é favoravel ao candidato; g = 0,7
Estamos interessados em calcular:

P(6) + P(7) + P(8) + P(9) + P(10) =

— 10 6 10-6 10 10 10-10 —
( 6 )(0,3) (0,7) + ..+ (10)(0,3) (0,7)

10
- 3 (%) ozr0me

x=6 \ X

Sejam:
sucesso: o filho nascido é do sexo masculino; p = 0,5
fracasso: o filho nascido é do sexo feminino; g = 0,5

(-
-

¢) Podemos ter “um” ou “nenhum” do sexo masculino, isto €, estamos
interessados em:

_(B\(AV (LY L (B\(LY (LY _ 3
P1+Po_(1)(2> (2) o)l2)2) 16
d) Como o nascimento de um filho € independente do nascimento dos

1
outros, a probabilidade pedida é p = 5
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