FUNDAMENTOS
DE MATEMATICA
ELEMENTAR

Complexos
Polinomios
Equacoes

%) Ntual RESOLLGOES

M= Editora






GELSON [EZZI

FUNDAMENTOS
DE MATEMATICA
ELEMENTAR

Complexos
Polinomios

6

Equacoes

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

82 edigdo | Sdo Paulo — 2013

i) NAtual

r'a Editora



© Gelson lezzi, 2013

Copyright desta edicao:

SARAIVA S. A. Livreiros Editores, Sao Paulo, 2013
Rua Henrique Schaumann, 270 — Pinheiros
05413-010 — Sao Paulo — SP
Fone: (Oxx11) 3611-3308 — Fax vendas: (Oxx11) 3611-3268
SAC: 0800-0117875
www.editorasaraiva.com.br
Todos os direitos reservados.

Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

lezzi, Gelson, 1939 —

Fundamentos de matemética elementar, 6

: complexos, polindmios,

equacoes / Gelson lezzi. — 8. ed. — Sao Paulo : Atual, 2013.

ISBN 978-85-357-1752-5 (aluno)
ISBN 978-85-357-1753-2 (professor)

1. Matematica (Ensino médio) 2. Matematica (Ensino médio) — Proble-
mas e exercicios etc. 3. Matematica (Vestibular) — Testes I. Titulo. Il. Titulo:
Complexos, polindmios, equagoes.

13-02579

CDD-510.7

indice para catalogo sistematico:
1. Matematica : Ensino médio  510.7

<

Compl to para o Prc

tos de matematica elementar — vol. 6

EFund
— Func

Gerente editorial:
Editor:

Editores-assistentes:

Auxiliares de servicos editoriais:

Revisao:

Gerente de arte:

Supervisor de arte:

Projeto grafico:

Capa:

Imagem de capa:

Diagramacao:

Encarregada de producao e arte:

Coordenadora de editoracao eletronica:

Producao grafica:

Impressao e acabamento:

731.325.008.003

Lauri Cericato
José Luiz Carvalho da Cruz

Fernando Manenti Santos/Guilherme Reghin Gaspar/Juracy Vespucci/
Paula Coelho/Livio A. D'Ottaviantonio

Margarete Aparecida de Lima/Rafael Rabacallo Ramos

Pedro Cunha Jr. e Lilian Semenichin (coords.)/Renata Palermo/
Rhennan Santos/Felipe Toledo/Eduardo Sigrist/Luciana Azevedo/
Gabriela Moraes

Nair de Medeiros Barbosa

Antonio Roberto Bressan

Carlos Magno

Homem de Melo & Tréia Design

Ben Miners/lkon Images/Getty Images
TPG

Grace Alves

Silvia Regina E. Almeida

Robson Cacau Alves

Editora
Saraiva

0800-0117875
SAC De 2% a 6°, das 8h30 as 19h30

www.editorasaraiva.com.br/contato

Rua Henrique Schaumann, 270 — Cerqueira César — Sdo Paulo/SP — 05413-909



Este livio € Complemento para o Professor do volume 6, Complexos / Polin6-
mios / Equacoes, da colecao Fundamentos de Matematica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o professor, com o
objetivo de apresentar a solugao dos exercicios mais complicados do livro e sugerir
sua passagem aos alunos.

E nossa intencao aperfeicoar continuamente os Complementos. Estamos aber-
tos as sugestoes e criticas, que nos devem ser encaminhados através da Editora.

Agradecemos ao professor Nobukazu Kagawa a colaboracao na redacao das
solugdes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores.
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(24010 (2 —i)® (2400 (2 40) (2 — i)+ (2 — )

(2= (-2 T @A 2

(2 +0)- (2 1)
-1

= -5

Temos:
(A+i0)2=2i,(1—i)2==2i,(1+i)=(2i)°=—-4e(l—i)*=(—2i)?= —4,
entao (1 + i)* = (1 — i)™

Se n é um ndmero natural mdltiplo de 4, ou seja, se n = 4p com p
natural, entao:

@+ =@a+i*=[
Q- =@Q=-0)%=[1—-0)P= (4P
edai (1 +i)"=(1— i

Se n € um ndmero natural nao divisivel por 4, chamemos de p o
quociente da divisao de n por 4. O resto da divisao pode ser 1 ou 2
ou 3. Examinemos cada caso:

I)n=4p + 1

@A@+i=@+*Tr=@+ )AL +i)= (1 +i)-4)y
@A-i=@Q-)*t=10-)"2L -0 =1 - i)-4P

2°)n = 4p + 2

@A@+i=@+*r2=(1A+ i) +i)? = 2i(—4)y

A—-i=@—-0*r2=(1—i)a —i)? = —-2i(—4)
3)n=4p + 3
@A@+i=@+*r3=@A+i)%A+i)®=(-2+2i)(—4)

A—-ir=@ - 3=@A -1 -3 =(—2—2i)(—4y
Portanto a igualdade (1 + i)" = (1 — i)" s6 se verifica quando n é
divisivel por 4.

x=a-+ib {x+yi=(a—d)+(b+c)i=i(1)

y=c+id Xi+ty=(-b+c)+(@+di=2i—-1(2)
de (1) t -{a:d
e (1) temos: btc=1
—b+c=-1
de(2)temos.{ atd=2

Resolvendo os sistemas de equacdes,temos:a=d=b=1ec=0.
Portanto,x =1 +iey=1.
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z=(a+ib)-(c +id) = (ac — bd) + (ad + bc)i
Im(z) =0 = ad + bc =0

z = (a + bi)* = (@* + b* — 6a2b?) + 4ab(a? — b?)i
Re(z) <0 = a*+ b* — 6a%b? < 0 (1)

Im(z) = 0 = 4ab(a? — b2 =0(2)

De (Ilvema =0 ou b =0 ou a2 — b%=0.

Se a = 0, de (1) vem b* < 0. (impossivel)

Se b = 0, de (1) vem a* < 0. (impossivel)

Se a? = b? = k, de (1) vem k? + k? — 6k? < O, que é satisfeita para
todo k.

Conclusao: devemos tera # 0, b # 0 e a? = b? ou, resumidamente,
ab #0ea==*h.

uvelCuw—-v=6eu+v=1—i

u=a+ib {u+v=(a+c)+(b+d)i

v=c +id u+v=u+v=(a+c)—(b+ di

Et"'{a+c:1

M b +d=1

oy UtV -V 6 UtV _

! V6(_1(u .)V) u+tv  uU+v UtV UFv
— | .

R

-l - -

+i )"
Portanto, ( 1 — : ) pode assumir os valores i, —i, 1 e —1.
U B
u=sxt+iyev=- >

z=v-U:(%—i%)(x—iy)=(%— %)—(Lerﬁ)i

Entdo: Re(z) = %x - yg.

z=x+yi e x2+y2#0
B 1 Z2+1 Z+1)z7 (KR®+y +1x  (xK+y>—1)y .
U=z+—o=—"7—° z-7 X2 + y2 * X2 + y2 !

Imu) =0 = y=0ou x2+y2=1

z,,2,€C,z, +z, € z, - Z, sSa0 ambos reais.
z, = a + bi {u=zl+z2=(a+c)+(b+d)i
Z,=cCc + di V=2 2, =(ac — bd) + (ad + bc)i

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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Como
Imuy=0 = b =-d
Im(v) = 0 = ad = —bc e, resolvendo o sistema, temos:

oub =d = 0 e a e cquaisquer

oub=-d#0ea=c

Na 12 solucao, z, e z, sao reais. Na 22 solugao, z, € o conjugado de z.

, = 2 —xi _ (2 —xi)(1 — 2xi) :2—2x2 55X
14+ 2xi (14 2xi) (1 —2xi) 1+4x> 1+ 4x°

Re(zy) =0 = 2—-2x*=0 => x=1oux=—-1

1+2i  (1+2)2—a) 2+2a  4—a
T 24a (24 a)2—a) 4+a2 4+ a?
Imiz) =0 = a=4

z=5+8 ez =1+i
Z, =X+ iy
u=2z-z, = (5x — 8y) + (8 + by)i (1)

Im(u)=0:>x=—§y

_4 _xty Xty .
v—Z, > + > i (2)
Re(v) =0 = x = —y

Imyv) #0 = x#y

de (1) e (2) temos: x = y = 0, 0 que € impossivel.

Z =X + yi, entao:

z z—1 2x—-1 ,. 2y+1 5 . 5
1T-i "1+ 2 VT T2t
2x—1=5 = x=3
2y+1=5=y=2

}:Z=3+2i

u-iz(i .\/§>.(X_iy):x—y\/§_\/§~x+y.i

2= 2 "2 2 2
Ent&o:
x —y\3
R@z,) =~
V3-x+
Im(z,) = ——>5—2

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Demonstracao pelo principio da inducao finita.
Paran = 0,temos 2% = 1 = 1 = (2)°.
Suponhamos z° = (z)> com p € N e provemos que z°** = (Z)P*1:

1) —= -2 - - =
=7° - 7 :(Z)p.z :(Z)p+1_

A passagem (1) € justificada pelo teorema do item 15 e a (2), pela
hipétese de indugao.

Pt =27r-7

x2 4+ (a + bi)x + (¢ + di) = 0 admite uma raiz real.
Seja « a raiz real. Temos:

o+ (@ + bi)a +(c+di)=0

(2 4+ aa +¢)+ (ba +d)i=0 =

a?>+aa+c=0 d\2 d
{ba+d=0:>a=—%:>< b) a( b) c=v=
2

i%—%+0=0:>adb=d2+b2c.

z=a+ibez=a—ib

22=7 = (a+ ib)®=(a®—3ab? + (3a%b — bdi=a —ib
Entao:

{a3—3ab2=a = a@ —-3b—-1)=0

33 — b3 = —-b = b(Ba?—-bh2+1)=0

eSea=0=>b=x1ez=iouz=-1.
eSeb=0 =>a=x1ez=1 ouz=-1.
eSea=b=0 = z=0.
Portanto,z=0ouz=iouz=—-iouz=1ouz=—1.
z =1 = 72 = (a2 — b?) + 2abi = i
z=a + bi
Entao:
{aQ—b2=O
2ab = 1 e, resolvendo o sistema, temos:

2 V2 V2 A2
-Sea—T,b—7e2—7+|7.
veeal 2 B 2 2
ea= 5> b= 2ez— > i
2 _ .
z 1+,|\/§:>22=(x2—y2)+2xyi=1+i\/§
Z=X+yi
Entao:
{x2—y2=1
2xy = V3 e, resolvendo o sistema, temos:

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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.S N6 N2 _V6+_\/2
ex=—7o,y="%5 ez=—5 +ig.
R [V S (- 1
ex=-—5y=-5 ez=-—5 ~i5.

X+y=1() = y?=x2-1 ()
1+x+iy @A+x+iy (L+x)+iy
1+x—iy (@A+x—iy (1L+x) +iy
[(L+x2 =y +2(1 +xyi

(1 +x)? +y? B
) [T+ 2x+ X2+ (= D]+ 21 + x)yi

1+ 2x + (X2 + y?) N

2x(1 + x) + 2(1 + xyi

1+2x+1
_2X(L A+ x) + 21 + x)yi
B 2(1 + x) B
=X+ iy

f(X):l+senx+i-cosx::L+senx+i-cosx_l—senx+i-cosx:

1—senx—i-cosx 1—senx—i-cosx 1—senx+i-cosx
[(1 +senx)(1—senx)+cos?x] —[1+senx+1—senx]-cosx-i _
(1 — sen x)? + cos? x

i - cos X
_(1—senx)_h(x)

B . (senx 1 ). _(senx+ 1) _
g(x)—(tgx+secx)|—(cosx+COSX)I— cos x
_(L+senx)-cosx-i_ i-cosx _
= > = = h(x)

CO0S? X 1 — senx
Entdo: f(x) = g(x), VX, X # —- + k.

2
a)z=1+i=|7=12

Entao: 28] = (V2)° = 2V2.

by z=1-i = |z =2

Entdo: |24 = (2)s = 4.

c) z=(5+12i)i = —12 + 5i = |z] = \(-12)? + 52 = 13

ou
7, =5+ 12i = |z,| =52 + 122 = 13
==z =1

|2 25| = [z4] - |2)] =13 -1 =13



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

dz=1+i =z =2
2,=2+2 =|z|=2V2
=4+ 4i = |z| = 42
Entao:

|2, 2, - 25| = |z| - |25] - |z5] = (V2)(2V2)(442) = 16V2.

)z, =1+i =z =2
2,=2—2i =|z|=2V2

Entdo:
z|_V2 _ 1
Z, 242 2°

f) z,=56 = |z =5

z,=3+4i =|z|=5

Entao:
z, _i_
AR 1.

|zl=w=12e 1+zw#0

Zz=cosat+isena,w=cosP +isenf

Z+w=(cosa+isena)+ (cosp +isenp)=
= (cos o + cos B) + i(sen a + sen B) =

+B3 a—fB . at+p a—fB
> cos > 2i sen > cos >

— + +
=2cosa B<cosuzﬁ+isen0‘2B)

(e
= 2 cos

2
1+zw=1+ (cosa + isena)cosP + isenp)=
=1+ (cosacos — senasenB) +i(Cosacos 3 + senacospB) =
=1+cos(a+B)t+tisen(a+p) =

_ ;at+ P . oa+ B at+ B _
2 cos — + 2i sen > cos >
=2cosa+B<cosa+B+isenu>
Entao: 2 2 2
-~ ZCosa;B<cos°‘;B+isena;B> coso‘;B
1+zw: -
at+p atB . oc+[3> at+ B
2 cos > (cos > + i sen > cos >

Z+Ww

Portanto, é real.
1+ zw

G Fundamentos de Matematica Elementar | B
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z, =p(cos ¢ + isen d)
Z, = p (cos ¢ + isen d)
Entao:

z, — iz,

p(cosd +isend)—ip(send + icos od)
=p(cosd +isend)+ p(cosd —isend)
= 2pcos ¢

Portanto, z, — i z, é real.

zZ,=cosa t+i-sena e z,=cosPB +i-senf
z,+z2, =1 = (cosa +cosPB)+i-(sena+senf)=1 =
= (cosa +cosB=1 e sena +senB=0) =

1 V3

= cosazcosBzi e senaz—senBzT
1 .3 1 43
Portanto,zl—?vﬂ2 e z,=%5 "5

Determinemos as coordenadas de P,, P,, P; e P,, afixos de b, b + z,
b+2z+iz e b+ iz respectivamente:

b=2-(cos30°+i-sen30°=V3+i= P,=(3,1)
b+Z=(\/§+p-COSO)+i(1+p-Sen9):> P2=(\/§+p-cose,1+p~sen6)
b+z+iz=(\/§+p-cose—p-sen6)+i(1+p-sene+p~cose):>
=>P3=(\/§+p-cose—p‘sene,1+p-sene+p‘cose)
b+iz=(N3—p-senh) +i-(1L+p-cosb) =
= P4=(\/§—p-sene,1+p-cose)
PP, = V(AX)?2+ (Ay)2 = Vp2-cos? 6+ p?-sen?f =p e Mepp, = 18 6

__ 1
PP, = V(AX)? + (Ay)? = V(p-sen 6)+ (p-cos ) = PeMp. = ~i5g
PP, = V(AX2+ (Ay)2 = V(p-cos 0)2+(p-sen 0)> =p e m,,, = tg 0
N 1
PP = (Ax)? + (Ay)? =V(p-sen 0)2+ (p-cos 6)> =p e Mep = "1 0
Entdo P,P,P,P, € um quadrado.

Z=X+yi,z=x—yi

z X+yi_ i _
2_|:>x—yi i = x+vyi y—xi >y X

E esta condicao é satisfeita pelos pontos da reta x = —y, bissetriz

do 2°? e 4° quadrantes do plano de Argand-Gauss.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Z, #X e z;, =r(cosa + isena) y
z,#0 e z,=s(cosb + isenb)
Zy r(cos a + i sen a)

Entgo: z_2 ~s (cos b + i senb) ol > X

Zy r(cosa-cosb+sena-senb)+i(—senb-.-cosa+ sena-cosb)

Z, s(cos? b + sen? b)

[cos (a — b) + isen(a — b)]

nl|=

z
|m<z—1)=0:>sen(a—b)=0:>a=b oua=b+m
2

-~ Z . .
Entao, Z—l = = — € uma reta que passa pela origem.
2

r
S

z-@+i)|<1 v 4

Z=Xx+t+1ly

Temos:

lz - @+ =]x—=1) +iy—1) !

=Vx — 12 +(y — 1) \

Entao: 1 .

(x — 12+ (y — 1)> < 1 representa
um circulo de centro (1, 1) e raio 1.

z=x+yiet=2+3i v
A={zeC|z-t <=1} = 31
={zeC|x—22+(y - 32<1}

€ um circulo de centro (2, 3) e raio 1
B ={x € C|Im@z) =< 3}

€ um semiplano situado daretay = 3
para baixo. : : : > X
A N B representa um semicirculo.

A

—_
N
w

z = p (cos 6 + i sen 0), 6 fixo. &

Como p percorre R, z representa uma
semirreta com origem O e formando
angulo 6 com o eixo dos x.

a) z=x+1iy
Entao:
1 1

Wzl_?zl_x+iy:

B Fundamentos de Matematica Elementar | B
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Xty —x iy
- X2 + y2 X2 + y2
u € a parte real e v a parte imaginaria do complexo w.
Entao:
X2+ y?—x
X2+ y?
—_ Yy
Xty 2x? 1 1
~ 22X —-x_ .1 _x _ 1
b) Sey = x,entaou = o 1 % € V=20 o

Daiu =1 — v, portanto Q = u + iv percorre aretau = 1 — v.
Notemos para encerrar que v # O, caso contrarioy = O = x e
anula-se z.

Seja z = x + yi um ndmero com- v)

plexo que satisfaz a condicao
|z — 25i| < 15, entao:

x + (y — 25)i| <15 =

= x2+ (y — 25)? < 225.

Conclui-se que z pode ser qualquer 3

complexo representado por ponto do T

circulo de centro (0, 25) e raio 15 (ver

figura). 3T/ 0 \0uin

O complexo que tem o menor argu- 0 > X

mento € representado por T(x, y), pon-
to de tangéncia da reta OT com o circulo. T satisfaz duas condigdes:

OT?2 = 252 — 152 = 400 = x2 + y2 = 400
T esta na circunferéncia = x> + (y — 25)2 = 225.
Resolvendo o sistema, temos x = 12 ey = 16, entdo z = 12 + 16i.

z=p(cos O+ iseno)

Entao:

2?2 + p? = p?(cos? 0 — sen? O + 2isen O - cos B) + p? =
= p? (2 cos?6 + 2isenHcosh) =

= 2p2?cos 6 (cos 6 + i sen 0)
z _ p (cos 6 + i sen 0)

2 + p? 2p? cos 6 (cos 6 + i sen 0)

1 m .
—— |0F =+ km, kE Z) é real.
2pcosﬁ( 2 T )

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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iz=1ip(cos O +isenB) =p(—sen b +icos )

Entao:

p—iz p(l+senh —icosh)

pt+iz p(l—senb+cosb)

_1+senfh —icosh 1—-senh —icosf _

T 1-sen®+icosh 1—senB—icosH

(1 —sen?H —cos?0) —i[(1 + senB) cos H + cos O (1 — sen )]
B 1—2sen® + sen?H + cos? @

_ __2icosH _

2(1 — sen 0)
_._cCcos®H m -
—|—Sene_l<9¢2+k7r,k€Z)e|mag|nar|opuro.

a) la+bi|=5 = a2+ b2=25 (1)
b—a=1(2)

Resolvendo o sistema, temos:
a=3eb=40ua=-4eb=-3

Como0<0<= = a-+bi=3+4i

2

b) (¢ + di)?>=(c® — d?) + 2icd = =5 — 12i
Entao:
{02 -d=-5

2cd = —12
Resolvendo o sistema, temos:
c=-—-2 o0uc=2.
Comoc < O,temosquec=—-2ed=3ec+di=-2+ 3i.
Entao:

(@+bi)y> 1 —1+i_

c + di a+ci 13i
(B34 42 -2 - 3i 1 3+2i  1-i _

T 243 —2-3i 3-2i 3+2i 13
(=7 +24i)(-2—-3) 3+2 1-i_

4+ 9 9+4 13

:86—27i_4+i:
13 13
_82 28
13 13°

- oL a
z—\/§+|—2<cos6+|sen6>
n — i\n = 2On n_’IT i n_TI'
z—(\/§+|) <0056+|sen6)

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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Entao:
Im(z') = 0 = sen g~ =0

a) z" é real e positivo = =
Re(z") > 0 = cos %T >0

- %Tzzkw - n=12k(k=0,1,2,..)

Entdo, o menor valor de n para que z" seja real e positivo é n = 0.

b) 2" & real e negativo = IM@) =0 -

Re(z") < O
sen %" =0
= nm i%:w+2kw:> n=6(2k+1)k=0,1,2,3,...)
cos — <0
6
Entao, o menor valor de n para que z" seja real e negativo é n = 6.
c) z' & imaginario puro = M(Z) #0 _
Re(z") =0
sen %T #0 N
= > LT kr=> n=3+6kk=0,1,2,..)
nmw 6 2
cos 5= = 0

Entao, o menor valor de n para que z" seja imaginario puro é n = 3.

Zz=a+ bi

a)iz+2z2+1—-i=0 = i(@a+bi)+2@a—-hbiy=—-1+i =

—(2a—b)+(@a—2b)i=—1+]i :{Qa_b:_l
a—2b=1

Resolvendo o sistema,temosa = -1 e b = —1.

Entdo,z = -1 —i.

b) z=—-1—1i

Entdo, |z] = V(-1 + (1) =V2e
z=\/§(—ﬁ—i%)=\/§<cos5—w+isen5—ﬂ>

2 4 4
temos, portanto: arg z = %
c) 71004 — (\/5)1004 (COS 10044' 5 +isen 10044- 51T> _
= 25%2(cos w + i sen ) =
— 2502(_1) —
= — D502

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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N2 N2 p ~

> + |7 € uma das raizes quartas de z, entao

V2 .Vz)“ <\/2>“ L1
(7+I7 =z =>z= 7(1+|) —T(—4)——1.

Logo,z=cosw +isenm €
VZ = cos T 2KT | qen T 2KT (o 1)

2 2
_ ™ . m™ .
WO—COS?-FISGH?—I
Wizcoss—ﬂ+isen3—ﬂ=—i.
2 2

Portanto, as raizes quadradas de zsaoie —i.

—2 é uma das raizes sextas do complexo z; entao
(=2 =2z = z=064 =64(cos O + i-sen0).
As raizes sextas de z sao dadas pela férmula:

ke 6 6
k=0 = z,=2(cos0 +i-sen0) =2

} comk €10, 1,2, 3, 4, 5}.

k=1 =z (cos—+| sen?>—1+|\/_
k=2 = z 2<cos—+| sen23>=—1+|\/_
k=3 = z;=2(cosmT+i-senm) = —2
k=4:24=2<cos?+| sen%")=—1—|\/§
k=5:>z5=2<cos5?w+| sen%)-l—i\/g

yi

4

z=256 = |zl =256 e 6 =0.

As raizes quartas de z sao os vértices do

quadrado inscrito na circunferéncia de raio —z 7 5

V256 = 4 e centro na origem, tendo uma x/
-4

delas argumento O.

2i € uma das raizes sextas do complexo z, entao:

(2 =z = z=—64 = 64 (cos w + i sen ).

As raizes sextas de z sao dadas pela formula:

z, = 2[005 %}kﬂ +i-sen %} em que k € um dos naturais
0,1,2,3,4,5.
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k=0 = zo=2(cos%+|-sen%>=\/§+i

K K .
k=1 = zl=2(cos?+|-sen?>=2|

_ _ 5 5w\

k=2 = 22—2(cos?+| sen?>——\/§+|
k=3 = z3=2(cos%"+i'sen%>=—\/§—|

3w ™
k=4 = z, = 2(0057+ i sen7> = —2j
k=5 = 25=2(00511Tﬂ+i~sen17ﬂ>=\/§—i
Portanto, os ndimeros complexos representados pelos outros cinco
vértices do hexagono sao: V3 +i, V3 +1i, V3 —i,—2i e V3 —1i.
z=i+ V=8

3w

Sejau=-8i = p=|-8i|=8¢e 6=

2 vA
_ 3m 3m 3
u—8<cos > + i sen 2)
2k 2k
= 2[005(2 3 )+| (§+—3 ﬂ

Entao: 1
=2iez=i+2i=3i
=—\/_—|ez—|—\/§—|=—\/§

w-ioiezoitGoioG N S

Z-1+ip=1=z-1+i=%1 o

V1= i/_(co 42kﬂ+isen—e+42kw> v

u=1=p=Ju=1e6=0= 5 : > x
4 Km | . K 2

= 1=0037+|sen7

Entdo: =1 2
ntao:

Wo=1 = 2z2=2—

w, =i =>z=1 -2+ o

Wy =—-1 = z=—i '

w;=—i = z=1-2i

Sejaz =p - (cos 6 + i - sen 0). As raizes 2n-ésimas de z sao 0s
ndimeros complexos:

Zk:2%(0056+2kw . 0 + 2k

+1-sen

com kvariandode Oa2n — 1.
2n 2n
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A soma dessas raizes é:
2n — 1

2n—-1 2n—-1
Y oz = 2"\/5-( Y cos egﬁ“ +i- ) sen egi"“).
k=0 k=0 k=0
Para cada k, atribuido a k, com O <k, < n, existe umk, = k, + n,com
n < k < 2n tal que:

0 + 2Kom 0+ 2(ki+ n)m (6+2k11-r ) 0 + 2Ky
cos =cos =cos +m=—CcoS——=——
2n 2n 2n 2n
0+ 2kom 0+ 2(ky+ n)m (e+2km ) 0 + 2Ky
sen =sen =sen +m|=—sen——F4——
2n 2n 2n 2n
Entao:
2n -1 2n—1
z oS 0+ 2km —0e 2 sen 0 + 2k -0
k=0 2n k=0 2n
(pois as paralelas sao duas a duas opostas)
2n—1
e dai 2 z, = 0.
k=0
Sejaz = a + ib.
Entao:
2=1z
7?2 = (a + ib)? = a®> — b? + 2abi
Zi =(a + ib)i = —b + ai =
2ab=a 2 -2
. . V3 1 V3 .
Entao.z—Oouz——|ouz—7+7|ouz——7+§| e, por-

tanto, o nimero de pontos € 4.

z=x+t+iy;|lz—1Pf=2x e y= 2.

Entdo:

|z—1P=|x—2)+yiP=V[x — 1P +yP=2x=>x2+y>*—4x+1=0
€ uma circunferéncia de centro (2, O) e raio V3. Como y=2= \/§,
0 conjunto € vazio.

Sejaz =a + ib.

Entao:

i7+27+1-i=0 = ilat+ib)+2@—ib)+1—i=0

a—b)+(@-2b)i=-1+i=

:{Qa_b:_1=> a=-1e b=-1 e, portanto,z=—(1 + i).
a—2b=1
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Z =r(cos 6 + isen 0)

Temos:

|lzZ|= \r2(cos? 6§ + sen?6)

72 =r? (cos 20 + i sen 20)

?+0zl=0 = (rP-cos20+r) +i-sen20=0 =
- {rzcos26+r=0

rrsen20 =0
Resolvendo o sistema de equacodes, temos: r = O ou (sen 20 = O,
cos 20 = —1 e r = 1). Dai vem:
z=0 ou
—(cos E + isen T = —cos 3T 4 j.3T _
z—(cos2+|sen2>—| ou z =cos = +i 5 =

Portanto, o nidmero de solugcdes da equacao é 3.

Z, =X tyi
(z+1)°+22=0 = (z, +1°=-2¢ = |z + 1)°|= |} =
= |z, + 1= |z| = \/(x+:l_)2+y2 =\/x2+y2:> 2x+1=0 =
= X = -1

2
Entao todos os z,, com k € {0, 1, 2, 3, 4}, ttm a mesma parte real e
estao sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

A soma dos coeficientes de (4x® — 2x2 — 2x — 1)%¢ é
pl)=(4—-2—-2—1)% = (—-1)* = 1.

f(x) = O paratodoxdoconjunto{1,2,3,4,5}ef(x) = ax3+ bx?+cx +d,
temos:

fl)=a+b+c+d=0

f2Q)=8a+4b+2c+d=0

f(3)=27a+9 +3c+d=0

f(4) =64a + 16b + 4c +d =0

f(5) = 125a + 25b + 5¢ +d =0

Resolvendo o sistema, encontramosa=b=c=d =0 = f(6) = 0.

f=@—-2)x+b+2x+B3—-¢c)=0
Temos:

a—2=0= a=2

b+2=0= b=-2
3—-¢c=0 = c¢c=3.
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fix)y=@+b—-5x2+b+c—7)x+@+c)e fix=0
Temos:

at+tb—-5=0

b+c—-7=0

a+c=0.

Resolvendo o sistema, temos:a = —-1,b=6¢ec = 1.

Sendof=M-n—2)x+(M>—nN>=3)>+(M+n—3)x+2m—-5n+1
e se f(x) = 0, temos:

m-n—2=0

m?>—-n?-3=0

m+n—-3=0

2m — 5n + 1 = 0.

Resolvendo o sistema, temos m = 2 e n = 1 e, portanto:

m2 +n? =22+ 12=5,

f(x) = (@ — 1)x2 + bx + ¢, g(x) = 2ax2 + 2bx — ¢ e f(x) = g(x). Temos:

a—1=2a = a=-1
=2b = b=0
c=-c=>c¢=0

ax? —bx—5
3x2+ 7x+c¢
a=29

-b=21 = b=-21

=3 = ax?> —bx — 5 =9x?> + 21x + 3¢, Vx

—5=3c=>c=—g

3

2 —
% —k VxEC
Entao:
3x2+5x —8=(ax2 — 10x + b) - k, Vx € C
e dar:
3 =ka,5=—-10ke —8 = kb.
Resolvendo esse sistema,temosa =—-6eb =16 = a+ b =10

m-—1x3+(n—2)x2+ (p—3)x+ 8
2x2 + 3x + 4

=k, VxeC
Entao:
m—-—Dx2+(n—2)x2+ (p — 3)x + 8 = 2kx® + 3kx + 4k, Vx e C

Fundamentos de Matematica Elementar | B



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

e dar:
m—-—1=0,n—2=2k,p—3=3k e 8 =4k.
Resolvendo esse sistema,temos m =1,n=6ep = 9.

f=x3,g8=x2+x%h=x2+x*+ x5,
k=3x5—6x*+ 2x> e

k = af + bg + ch = ax*> + b(x*> + x*) + ¢(x*> + x* + x°)
=cx®+(b+ce)x*+ (a+ b+ c)x?
Entdo,c=3,b+c=—-6,a+b+c=2
Portanto:a = 8;b = —9; ¢ = 3.

—=2x+1=a(x*+x+ 1)+ (bx +c)(x + 1)
=@+bx2+@+b+cx+(a+c
Entdo:a + b +c¢c = —2.

22+ 17 =(x>+ b2 - (x> —a?)(x®*+ a?),a>0,b>0

= 2bx? + b? + a*

Entao:

2b=2 = b=1

b°+a*=17 = a=*2.Comoa>0 = a=2e,portanto,a—b=1.

a1py(X) + a,p,(X) + azps(x) = O
a0 +2x + )+ a2+ 1) +a,0+2x+2)=0
(@, +a, + a;)x2 + 2(a; +az)x + (@, +a, +2a;) =0
Entao:

a, +ta,+ a;=0

2a, +2a,=0

a, +a,+2a;,=0
Resolvendo o sistema, temos a, = a, = a; = O e, portanto, p,(x),
Po(X) € ps(x) sdo L.I.

f=x—-12+x—-3P2-2x—22—-2=

= -2x+1)+(x®2—-6x+9) —2x*—4x+4)—2=
=1+1-2x+(—2-6+8x+(1+9-8—-2)=
=0x*+0x+0

=0

f=x>+px+qgeg=x2—(p+qXx-+pq
f=g = (p=-p—q e q=pq)
Resolvendo esse sistema, temos:
p=q=0o0u (p=1e qg=-—-2).
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a) ax®—1)+bx+c=0 = ax2+bx—a+c=0

Entao:
a=0
b=0

—a+c=0=a=c=0.

b) ax®> +x)+(b+c)x+c=x+4x+2 =
ax?>+ (a+b+c)x +c =x2+4x + 2. Entao:
a=1

c=2

atb+c=4=Db=1

c) X* —ax(x+1)+b(x>—1)+cex+4=x3-2 =
= x3+(b—-ax?>+(c—ax—b+4=x3—-2. Entdo:
b—-a=0=b=a

c—a=0=c=a
4—-—b=-2=b=6=a=c=06.

f=02+V2 - x+1)-V2-x+1) =

=f=x2(x2—\/§-x+1)+ 2‘n(x2—\/§-x+1)+1‘(x2—\/§~x+1):
=xt—V2 @+ +V2 @ -2+ V2 x+x—V2 x+1=
=xt+(N2-V2he+(1-2+1p+(N2-V2)x+1=
=x*+0-x*+0-x2+0-x+1=

=x*+1=

=8

f=x3+ax+p
E=x'+x2+1+2+2x+2¢ —x* =23+ 32 +2x + 1

f = g impossivel porque os coeficientes de x3 sdo distintos e os de
x2 também.

f é polindmio quadrado perfeito se existir px + g tal que f = (px + q)2.
Entdo:
f=(ax +b)2+ (cx +d)2 = (a2 +c?)x2 + 2(ab + cd)x + b2 + d? =
= p2 + 2pgx + ¢?
Entao:

a2+c?=p? (1)

2(ab + cd) = 2pqg (2)

b2 + d? = g2 (3)
(2) = (ab + cd)® = (pa)® =
= (ab)? + 2abcd + (cd)? = (a® + c?)(b?> + d?) =
= (ab)? + 2abcd + (cd)? = (ab)? + (ad)? + (bc)? + (cd)?> =
= (ad)? — 2abcd + (b
= (ad —bc)?=0 = ad =
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4x* —8x +8x —4(p + L)x + (p + 1)2 = (ax® + bx + ¢)> =

= a%x* + 2abx® + (2ac + b?)x? + 2bcx + ¢?
Entao:
a°=4 = a=1%2

_ sea=2=>b=-2
2ab__sj{sea=—2=>b=2
sea=2=>c¢c=1
sea=-2=c=-1
02=(p+1)2:>{p:_2

p=0

2bc=—4p+1) = 2(-2)=—-4p+1) =>p=0
Portanto: p = 0.

2ac+b2=8={

P(x) € um cubo perfeito se existirem p e g tais que P(x) = (px + q)°.

Temos: P(x) = p% - x3 + 3p2gx% + 3p - g°x + ¢°.
Entao:
A =p*(1); B =3p?q (2); C = 3pg*(3); D = a* (4)

B2
3A°

(3) B2 _ 9p*q? 1)
2 _ 22 D2 _ — 3 = - =
(2) > B?=(3p%q)* = C 3pq? 3p 3A = C
4 3
(2) => B2 =(3p?%q)® = 27p°q® @ 27A2-D:D=%.
c=B ep=_Ft
Portanto.C—SAeD—27A2.
k+1x2+(k—=3x+13=(x+a)+ (x+b?=
=2x? + 2(a + b)x + a% + b?
Entao:
k—3=2(a+b):>a+b:—1}:>{ _ _
13 = a2 + b? a=2=b=-3

Conclusao: para k = 1, o trinbmio dado fica 2x2 — 2x + 13, que é

igual a (x — 3)2 + (x + 2)2

—6x2 + 36X — 56 = (x — b)® — (x — a)?
=3(a — b)x?> + 3(b? — a?)x + a®> — bs
Entao:

3@—b)=-6 =>a—-b=-2 _ _
{3(b2—a2)=36=>b2—a2=12 }:b_“ea_z
a® — b= -56
Portanto: —6x? + 36x — 56 = (x — 4)% — (x — 2)3.

f=x*+2ax® —4ax + 4

_ g2
f=e =>{g?:(x2+2x+2)2:x4+4x3+8x2+8x+4

0 que é impossivel, pois f ndo tem termo em x2.
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a) P(10) = A = afy = 100« + 108 + v = 10%a + 10'B + 10%.
Entdo: P(x) = ax? + Bx + v

b) A=afy=100a + 108 + vy =

=99+ Da+Q+1B+y=

=99a+ 9B+ (a+ B+

Portanto, A é divisivel por 3 se, e somente se, o + 3 + y € mdltiplo
de 3.

f(x) = ax®> + bx + ¢

fl)=0=>a+b+c=0 (1)

fix) =f(x —1),Vx = ax>+ bx+c=akx— 1)+ b(x— 1) + ¢, Vx
Entdoax? + bx + c=ax>+ (b — 2a)x + (a — b + ¢), Vx
edaivemb=b—-2a(2)ec=a— b+ c(3).

De (2) vem a = 0, e o problema é impossivel porque f deveria ser
do 2° grau.

P(x) = ax®+ bx>+ cx + d

P(—x) = a(—x)® + b(—x)> + ¢(—x) + d = —ax®* + bx? —cx + d
PX)=P(—x) > a=-a=a=0

Entao P(x) ndo é do 3¢ grau e, portanto, nenhum polindbmio tem a
propriedade desejada.

a,=—1
a,=1+i-a,=1+i(-1)=1-—i
a=1+i-a,=1+i1—-i)=2+i
a;=1+i-a,=1+i2+i)=2i

a,=1+i-a;=1+i2)=—-1=a,

Os coeficientes formam uma sequéncia ciclica
1,1-i,2+i2,-1,1—-1i,2+1i,2i,...), entao:
Q= Ay =8y = ...=a, =2 t+i.

a) Px)=ax®+bx2+cx+d
Px—1)=ax—1@F+bx—12+cx—1)+d=
=ax®+(b—3ax*+(c—2b+3a)x+(—a+b—-c+d
Impondo P(x) — P(x — 1) = x2, VX, vem

3ax? — (2b — 3a)x + (a — b + ¢) = x,Vx

e dar:
3a=1,-2b+3a=0ea—-b+c=0
_1._1 _1
de onde vem a = 3,b— 5 € C= 5"
- 1.1, 1
Conclusao: P(x) = 3x + 5 X + 6x+d.
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b) S=12+22+ 32+ .. +n2=

= [P(1) — P(O)] + [P(2) = P(1)] + [P(3) = P(2)] + ... + [P(n) = P(n — 1)] =
= P(n)—P(O)=%n3+%n2+%n+d —d=

_2n®*+3n2+n _ nin+1)2n+ 1)

B 6 B 6

Sejam g o quociente e r o resto da divisao de f por g, tais que 8g = 4
e d8q = 2. Temos:

cqg +r=1f = d(qg +r) = of
* dr < dg
a)or=1=08f=2+4=6
b) &r=2 = 3f=2+ 4 =6.
Portanto: 8f = 6 nos dois casos.

}:>8f=6q+8g

OP(x) = m, 8S(x) = n, n < m, 8R(x) = p. Entdo:
SR(x) <8S(x) =n = dR(X)=<n — 1.
Portanto: O <p=<n — 1.

Sejam Q o quociente e R o resto da divisao de P por B, tais que
P =pedQ =q.

Entdo: 8B =93P —-8Q=p—qg e 3R<8B=p —q.

Portanto: 3R <p —q — 1.

f=x*— 3ax + (2a — b)x2 + 2bx + (a + 3b)

g=x>—3x+4
3q=03f—-9dg=2 =>qg=mx>+nx+s
r=0

f=q9g = (mx%+ nx + s)(x2 — 3x + 4)
=mx*+ (n — 3m)x3 + (4m — 3n + s)x? + (4n — 3s)x + 4s

Entdgoom=1,n—3m=-3a,4m—-3n+s=2a—b,4n—3s=2be
4s = a + 3b.

, R . ]
Resolvendo o sistema, temos: a = 37 eb= 34"
=3F-38G=4-2=2=Q=ax2+bx+c
R=0

F=QG = (ax* + bx + ¢)(x* + px + q)

x*+1=ax*+ (ap + b)x® + (aq + bp + ¢)x? + (bg + cp)x + qc
Entdo:a=1,ap+b=0,ag+bp+c=0,bg+cp=0eqc=1.
Resolvendo o sistema, temos: g=1ep = +2.

3Q=0P, —8P,=3-2=1 = Qx) =ax + b
R=0

P.(x) = Q(X) - Py(x) = (ax + b)(x2 — x + 1)
xX+px®2—gx+3=ax*+(b—-ax>+@—-bx+b
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Entdo:a=1,b—a=p,a—b=—-qgeb=3.
Resolvendo o sistema, temos: p =q = 2.

3Q =08F-038G=3-2=1=Qx)=ax+b
R=0

F(x) = Q(x) - G(x) = (ax + b)(x®* + 2x + b)

x2 + px +q=ax® + (2a + b)x*> + (ba + 2b)x + bb
Entdo:a=1,2a+b=0,5a+2b=pebb=nq.
Resolvendo o sistema, temos: p =1 e q = —10.

3F(x) = 8A(Xx) —8B(x) =1 = F(x) =ax +b

R=0

A(x) = B(x) - F(x) = (ax + b)(—x®> + 5x — 6)

x3—2x2 —9x + 18 = —ax® + (ba — b)x> + (bb — 6a)x = 6b
Entdo: —a=1,5a —b =-2,5b —6a=—-9e —6b = 18.

Resolvendo o sistema, temos: a = —1 e b = —3 e portanto:
_ AKX _ -y _
F(x) = B(x) ax +b x — 3.

Pelo método da chave, temos:
2x3 + x2 — 8x x> — 4
—2x3 + 8x 2x +1
X2
—x2 +4
4
.. P(X) _ 4
Entao: ) 2x+1 + Vo

Como dP = 3, a igualdade é impossivel porque o0 1° membro tem
grau maior que o 2°.

3P <3 = P(x) = ax? + bx + c¢. Temos, entao:

(BXx +2)Px) =3x3+x2—6x —2 + PX) =
=3ax3+(3b+2a)x?+(3c+2b)x+2c=3x3+(@a+ 1)x>*+(b—6)x+c—2
Entdo:3a=3,3b+2a=a+1,3c+2b=b—-6e2c=c — 2.
Resolvendo o sistema, temos:a =1,b = 0ec = —2 e, portanto,
Px)=x2+0-x—2=x*>—-2=B(®x).

d3qg=2=qg=ax2+bx+c er=0.Temos:

2%+ 33+ mx2—nx —3 =(@x?+bx +c)(x? —2x — 3) =
=ax*+ (b —2a)x® + (c —3a — 2b)x> + (—3b — 2¢c)x — 3¢
Entdo:a=2,b—-2a=3,c—3a—2b=m,—-3b—-2c=-ne
—3c = —3.

Resolvendo o sistema, temos: m = —19 e n = 23.
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a) 2x3 + Ax +3B|[x*—3x+9

—-2x3+6x2 — 18x 2x + 6
6x2 + (A — 18)x + 3B
— 6x2 18x — 54
Ax + 3B — 54

Entao, temos: quociente = 2x + 6
resto = Ax + 3B — 54.
b) Para que a divisdo seja exata, devemos ter resto nulo.

Entao:
- B _ A=0
r=Ax + 3B 54—O:>{B:18

1 a b 20 1 -54

-1 5 -4 1 a+5
a+b b—4 20
—(a +b) 5a + 25 —4a — 20
b +5a+21 —4a
Entao:

—-4a=0=a=0
b+5a+21=0 = b= -21 e, portanto:

a+h=—-21.
4 -3 m 1| 2-11
4 2 —9 1
2__
-1 m-—2 1 2
_1 1
1 2 2
5 3
2 2

Entdo, o resto da divisao de P,(x) por P,(x) independe de x se, e

somente se m—§=0 ou m=E
’ 2 2°

Temos inicialmente:

A=QB+R (1) e 3BR<3B (2)

Sejam Q, o quociente e R, o resto da divisao de A por 2B.
A=Q,2B)+R;, (3) e 3R, <3(2B) (4)

De (1) e (2), temos:

A= (%Q)QB) +R e SR < 3B =5(2B)
B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Portanto, %Q e R satisfazem as condi¢des para serem quociente e

resto, respectivamente, da divisao de A por 2B.

Entao, devido a unicidade do quociente e do resto, devemos ter:

1
QlZEQeR:L:R'

Se x3 + px + q € divisivel por x> + ax + b e x> + rx + s, entao:

X3+ px + q = (& + ax + b)(mx + n) = mx3 + (@am + n)x% + (bm + an)x + bn,
XR+px+g=x+x+s)(m'x+n)+mx+(m'+n"x +(sm'+m')x +sn
Temos, entao:

m=1

am+n=0= a=—-n o
bm +an=p }:p—b a* (1)
bn=q = q=—ab (2)

m' =1

rm'+n'"=0=r=-n' o
sm'+rm'=p }:>p—b a* (3)
sn'=q = q=—sr (4)

ab
- (5)

de(1)e(3) > b—-a2=s—-1r2 =

de(2)e(d4) = s =

ab

r

=srb—-a)=ab-r=rmb-ab=ra?2-r =
ra2—r}) _ ra+n@a-r

= b= = =-rla+r)
r—a a—r

_r2:>

fé um cubo perfeito se existirum polindmio mx + ntal que (mx + n)3=f.
Impondo essa igualdade, temos:

ax3 + 3bx? + 3cx + d = m3x3 + 3m2nx? + 3mn3x + n3
edaivema=m3b=m2n,c=mn?2ed=n3

e este sistema da como solugao m = Vaen=Yd.Esta solugao s6
satisfaz as quatro equacoes se:

3 3 .
b=m2n=YVa%d e ¢ = mn? = Vad?, ou seja, b®=a%d e c®= ad

Sejam q, € q, 0s quocientes das divisoes, respectivamente, de f por h

f=q,-h

g=0q;-h

Sejam g o quociente e r o resto da divisao de:

a) f+gporh:f+g=qgh+r.Temos:r=f+g—q-h =

= r=q,-h+qg,-h—qg-h=(q, + q,— g)h. Portanto, f + g é divisivel
por h.

b) f—-gporh:f—-g=qgh+r =r=f—-g—qgh =

= r=q,h—g,h—gh=(q, — g, — g)h. Portanto, f — g é divisivel por h.

e de g por h:
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c) f-gporh:fg=qgh+r = r=1fg —qgh =
= r = (q;h)(a;h) — ah = (q, - a;,h — g)h.
Portanto, f - g é divisivel por h.

Sejamf=4x"+3x""2+1eg=x+ 1.

a) npar = r=f(—-1)=4(—-1)+3(—-1)2?+1=8

b) nimpar = r=f(—-1)=4(—-1)"+3(-1)" 2+1=-4-3+1=-6
Portanto: se n par, r = 8; se n impar,n = —6.

Para que P(x) seja divisivel por x + a, € necessario que o resto r da di-
visao seja 0, mas r = P(—a); entao deve-se ter P(—a) = 0. Conclusao:
—a deve ser raiz de P(x).
Sejaf=ax®* —2x+1;f8)=4 = 27a—5=4 = a=%.
5 0 a b 3 1 | 2
510 a+20 2a-+b+40 4a+2b+83[8a+4b + 167|
—_—

r

q = bx* + cox® + dx?2 + ex + 115, entao:
4a+2b +83 =115 = 4a+2b=32 e
r=8a+ 4b + 167 = 64 + 167 =231

2 8 -1 0 16 -4
-8 b 4 e
2 a c d f

A terceira linha é a soma das duas primeiras; entao:

8+ (-8)=a,(-1)+b=c¢,0+4=4d,16 +e =f.

A segunda linha é obtida multiplicando os elementos 2, a, ¢, d (da
terceira linha) por —4, entao:

a-(—4)=b,c-(-4)=4ed-(—4) =e.

Dessas sete condicoes resulta:

a=0,b=0-(—4)=0,c=— = _1,d=d,e=4-(—4)=—16¢

—4
f=16 + (~16) = 0.
a+tb+c+d+e+f=-13

P(x) € um determinante de Vandermonde. Entao,

P(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d)(a — b)(a — c)(a — d)(b — c)(b — d)
(¢ — d). O resto da divisao de P(x) por x — b é r = P(b) = O.

P(x) = x*— 0,52x — 1,626 e P(1) = —1,146

D(x) =x — 1,32 e D(1) = —0,32. Portanto:

P(1) + D(1) = —1,146 — 0,32 = —1,466.
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P(x) =a,+ax + ... +a, - x" e a,, ay, ..., a, formam, nessa ordem,

uma P.G. de razao % Entao:

2 n
P(x) =a, + a, - %x + ao<%> X2+ ...+ ao<%> X"

~afe g5 e (3]

B B —2 (-2 -2\
r—P(—2)—ao[1+ 5 (2>+...+<2)]
—afl-14+41-1+..+1—1]=a,-0=0.

f=ax2+bx+c

ca=1=f=x2+bx+c

e fédivisivelporx —1 = f(1) =0 = 1+b+c=0 (1)

¢ Os restos das divisdes de f por x — 2 e x — 3 sao iguais:
f2)=f3) = 4+2b+c=9+3b+c. (2)

Resolvendo (1) e (2),temos: b = —5 e c¢ = 4. Portanto,f = x> — bx + 4.

e f é polindbmio do 3° grau = f = ax® + bx% + cx + d.
efseanulaparax=1 = f1)=0=a+b+c+d=0. (1)
e fdivididoporx + 1,x — 2 e x + 2 da restos iguaisa 6 =

= f(-1)=6 = —a+b—-c+d=6 (2)

f2)=6 = 8a+4b+2c+d=6 (3)

f(—2)=6 = —-8a+4b—-2c+d=6. (4)
Resolvendo o sistema das quatro equacodes, temos:a=b =1;¢c = —4
ed=2.
Portanto, f = x® + x? — 4x + 2.

f(1) = f(2) = f(—3) = 0 = f é divisivel por (x — 1)(x — 2)(x + 3).
Portanto, r = 0.

Sejaf=qg+rg=x+1)x—1)(x—2);f(—1) =5;f(1) =1f(2) = —1.
dIr<dg=3 = r=ax2+bx+c

f=x+21x—1)(x —2)q(x) + (ax?> + bx + c¢), entdo:
f(-1)=5=>a—-b+c=5

fl)=—-1=>a+b+c=-1

f2)=—-1 = 4a+2b+c=—-1.

Resolvendo o sistema,temos:a=c=1eb = —3.

Portanto, r = x> — 3x + 1.

P(x) = ax® + bx> +cx + d

P-1)=0= —-a+b—-c+d=0
Pl)=10 > a+b+c+d=10

P( =10 = —8a+ 4b —2c+d =10
P( =10 = —27a+ 9% — 3c +d =10
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Resolvendo o sistema, temos: a = ¢ = %, b=10,d = —5.
Portanto: P(x) = % -x3 + 10x% + g - X — 5 e o coeficiente de x° é %
f=x3—2ax?+ (3a+ b)x —3b,g =x3— (a + 2b)x + 2a;
f(-1)=0 = —-1-5a—4b =0

g-1)=0= —-1+3a+2b=0

Resolvendo o sistema, temos: a = 3 e b = —4.

f=x"+2a% 9+ acomp,qgENep>q
f(—a)=(-ap+2-a% - (—a)p 9+ a°

Se p e q sao impares, temos:
f(—a)=—a*>+2-a%-a°~ 9+ a° = 2a".

Se p e q sao pares, temos:
f(—a)=a*+2-a%-a°~ 9+ a° = 4a".

Se q é par e p é impar, temos:
f(—a)=—a>—2-a%-a° 9+ a> = —2a".
Se p € par e q é impar, temos:

f(—a) =aP — 2 -a%-aP 9+ a* = 0 (independente de a).
Portanto, p par e q impar é a solucao.

P(x) =x% —1;P(1) =1%¢ -1 =0 = R(x) =0
998 zeros

1 0 0 o 1] 1
1 1 1 1 | o |
Qx) =x® +x¥" + .. +x+1e QO =1
Portanto: R(x) = 0 e Q(0) = 1.

Aplicando duas vezes Briot:

1 0 a b 1
1 1 a+1 atb+1=r 1
1 2 a+t3=r,

Impondor, =0er, =0, vem:
a+3=0=a=-3
atb+1=0=b=2.

P(2) = 13,P(—2) =5 e P(x) = (x* — 4) - Q(x) + R(x).
Temos: R(x) = ax + b.

P(2) =(22-4)Q(x) +2a+b = 2a+b =13
P(—=2) =[(—-2)*+ 4]Q(x) —2a+b = —2a+b =5
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E, resolvendo o sistema: a = 2; b = 9; R(x) = 2x + 9.
Portanto: R(1) = 11.

0 quociente Q(x) da divisao de P(x) por (x — 2)*tem grau 8Q = 4 — 3 = 1;
portanto, Q(x) = ax + b.

Temos:

P(x) = (x — 2)3(ax + b)

PO)=-8 = —8a@a-0+hb)=—-8=b=1

Pl)=-3 = -1(@a-1+b)=—-3 =a+b=3=a=2
Entao:

Px)=(x—232x+1) e PB)=3—-2PF2-3+1)=7

Sejaf=x"—-a e g=x2—2a%2=(x—a)x + a).
Entao:

flay=a" —a*” =0

f(_a) — (_a)2n _ (_a)2n — a2n — a2n — O
Portanto: x> — a2" é divisivel por x> — a2, Vn € N.

6 11 4 K 2 8 ‘—%
4k 16K | 16
6 3 0 K o2rF ‘ o '3 ‘
_ 16K | 16 _ _
r—0=>—9 +3—O=>K— 3

Seja Q(x) o quociente da divisao de P(x) por ax — b. Se P(r) = R,
temos:

P(x) = Q(x)(ax — b) + R b
Pir)=Q(r)(ar —b) + R = ar—b=0 = rzg.

fx) =x*+43+42—x—2e gx)=x2+3x+2=(x+1)(x + 2).
fc1)=1-4+4+1-2=0
f(—2)=16-32+16+2—-2=0

Entao f(x) é divisivel por x + 1 e x + 2, portanto é divisivel por g(x).

fX)=x—2+x—-—1)"—1e gx)=x2—3x+2=x—1)(x— 2).
Se f(x) € divisivel porx — 1 e x — 2, f(x) sera divisivel por g(x).
Temos:

fAy=1-2°r+@-1-1=1"+0-1=0
f)=2-2*+2-1"-1=0+1"-1=0

Portanto: (x — 2)>" + (x — 1) — 1 é divisivel por x? — 3x + 2.
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f =x3+ px + q é divisivel por g = (x — 2)(x + 1), se f for divisivel
porx —2ex+ 1,istoé,f(2) =0e f(— )=
Entao:

f2Q)=0=1f(2)=8+2p+q=2p+q=-8
f-F1)=0=f(-1)=-1-p+qg= —-p+qg=1.
Resolvendo o sistema, temos: p = -3 eq = —2.

Sejamf=ax>+bx>" *+c(neN*)eg=x(x+ 1)(x — 1).

f é divisivel por g se f é divisivel por (x — 0), (x + 1) e (x — 1), isto é:
f0)=c=0

(—1))=a—-b+c=0

fl)=a+b+c=0

Resolvendo o sistema de equacoes, temos: a = b = ¢ = 0.

—h

Sejam f = 5x® — 6x°> + 1 e g = (x — 1) Aplicando o algoritmo de
Briot:

5 -6 0 0 0 0 1 1
5 -1 -1 -1 -1 -1 ]Jo=r]| 1
5 4 3 2 1 Jo=r,

Temos, entao: r, =r, = 0 e, portanto, f € divisivel por g e
q =5x*+4x3 4+ 3x2 + 2x + 1.

Sejamf=nx""* —(n + 1)x" + 1 e g = (x — 1)2. Aplicando Briot:

n — 1 zeros
n -n-—1 0 0 0 0 1 1
n -1 -1 -1 -1 -11] O 1
n n—1 n—-2 n—-3 n—-4 1|
Temos: r, =r, = 0 e, portanto, f é divisivel por g.
Sejamf =ax"** + bx" + 1 e g = (x — 1)2. Aplicando Briot:
n — 1 zeros
a b 0 0 0 1 1
a at+tb a+b a+b a+b a+b+1|1
a 2a+b 3a+2b 4a+3b .. |an+1)+bn
{a +b+1=0
ain +1) +bn =20
) a=n
Resolvendo o sistema, temos: {
b=-n-1
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fix) = x> —ax* + bx3 —bx2 + 2x — 1
¢ Para que f(x) seja divisivel por x — 1, devemos ter:
fl)=1-a+b-b+2-1=0=a=2
Para a = 2, temos f(x) = x> — 2x* + bx3 — bx? + 2x — 1.
Vamos dividir f(x) por x — 1 aplicando Briot:
1 2 b b 2 -1 | 1
1 -1 b-1 -1 1 | o |
entdo f(x) = (x — L)(x* = x2+ (b — 1)x2 — x + 1).

q,(x)
* Para que q4(x) seja divisivel por x — 1, devemos ter:
gul)=1-1+b-1)-1+1=0=b=1
Para b = 1, temos f(x) = (x — 1)(x* — x3 — x + 1).

—_—
9:(x)
Vamos dividir q,(x) por x — 1 aplicando Briot:
1 —1 0 —1 1 | 1
1 0 0 -1 | o |

entdo q,(x) = (x — 1)(x®* — 1) = (x — L)(x — 1)(x®> + x + 1).

e Finalmente: f(x) = (x — 1) - g,(x) = (x — 1)3(x2 + x + 1), entdo f(x)
é divisivel por (x — 1)® e, como x> + x + 1 ndo é divisivel por x — 1,
vem m = 3.

Seja P(x) = Q(x)(x + 1)(x — 2) + R(x), com R(x) = ax + b.
*P(-1)=3=R(-1)=3 =>a+b=3
*P2)=3=>R2 =3 =2a+b=3

Resolvendo o sistema, vem a = 0 e b = 3; portanto, R(x) = 3.

a) Dados os polindbmios

Az)=a,2"+a,_,- 2" *+...+az+a,(@,#0)e

B(z) =b,2"+b,_, 2"+ ... + bz + by (b, # 0),

existem um unico polindbmio Q(z) e um unico polindbmio R(z) tais que
Q(z) - B(z) + R(z) = A(z) e 3R(z) < 8B(z) (ou R(z) = 0).

b) A(z) = Q(z) - B(z) + R(z) = Q(z)(z* + 1) + R(2)

8R(z) <®B(z) =2 = R(z) =az+ b

Temos:

Al = Q)2+ 1) + R(i) = Q(i)(—1 + 1) +ai+b=ai+b (1)
A(—=i) = Q(=)[(=i*+ 1]+ R(=i) = Q(—=i)}(—1+1) —ai + b =
=ai+b (2
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Resolvendo o sistema de equacoes (1) e (2), temos:
A(i) + A(—i) _ A=) —AG)
— 5 —ea=——5— i
A(i) + A(—i) A(—i) — AG) .
2 + 2 1Z.

b:

e, portanto: R(z) =

Sejam g o quociente e r o resto da divisao de f por

g =(Xx+2)(x2+ 4) = (x + 2)(x + 2i)(x — 2i). Temos, entao:
dr<dg=3 =>r=ax>+bx+c

f=qg +r=q- X+ 2)(x + 2i)(x — 2i) + (ax®> + bx +c)
f(—2)=0 => 4a—-2b+c=0

fy=2i+1 = —4da+c+2bi=2i+1
f(—2i)=-2i+1 = —4da+c—2bi=-2i+1

1 _ 3.
b—lea—2,

Resolvendo o sistema de equacoes, temos: a = 5

3

=1 3
portanto: r = 8X + X+ >

P(x) = (x> — 4)(x®> + 1) + R(X)

SR<2 = R(x) =ax +b
R2)=9 = P2)=2a+b=9 (1)

P(-1)=0 = P(-1)=-a+b=6 (2

1)e(2) >a=1eb=7eR(KXx =x+7,e, portanto,
P(x) =x* —3x + x + 3.

2 -6 4 0 o | 1

2 —4 0 o | o |
O =23 —4x2=2x3(x —2)=0 = x=0 ou x = 2.
Como x, é a maior das raizes, entdo x, = 2 e 5x; = 40.

Se a e b sao raizes do polindémio P(x), entao pelo teorema da decom-
posicao temos:

P(x) = a,(x —a)X —b)(Xx —ry) ... (X —r,),an # O

e, portanto, 8P(x) = 2.

Sendo f(x) = —x3 + 4x2 + 7x — 10, notamos que
fl)=-1+4+7—-10=0.

Entao f(x) é divisivel por x — 1. Efetuada a divisao, obtemos:
f(x) = (x — 1)(—x2 + 3x + 10).
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As raizes da equacdo —x? + 3x + 10 = 0 sdo —2 e 5, entédo
—x2+ 3x + 10 = —(x + 2)(x — 5).
Finalmente: f(x) = —(x — 1)(x + 2)(x — B) = (1 — x)(x + 2)(x — 5).

a) 6x2 —bxy +y2=6x>—3xy — 2xy + y2 = 3x(2x —y) —y(2x —y) =
=(2x = y)(3x —y)

b) x*+ 4 = (x2 + 2i)(x*> — 2i)
As raizes da equacdo binbmia x> + 2i=0sdo 1 —ie —1 +1i,
portanto: x>+ 2i=(x— 1+ )x+1 —i).
As raizes da equacgdo binbmia x> —2i=0sdo 1 +ie —1 —i,
portanto: x> — 2i=(x—1 —i)x+ 1 +i).
Temos, entao:
X+A4d=x—-1+i)x+1-)x—1-=Hx+1+i).

Se p(x) = ax® + bx* + cx® + dx® + ex + f é divisivel por

g.(x) = —2x% + \Bx = —2x<x - %) e por

b,(x) = x2 —x =2 = (x + 1)(x — 2), entdo p(x) admite como raizes 0s
ndimeros O, 75 —le?2.
A forma fatorada de p(x) sera:

p(x) = a(x — O)(x - g) x+21Dx—=2)(x—r1).

Supondo que todos os coeficientes de p(x) sejam reais, entao r tam-
bém é real, pois x — r € o quociente de p(x) por

a(x — O)(x - %)(x + 1) (x — 2).

Conclusao: p(x) tem 5 raizes reais.

Seja B = A — xlI. Temos:

1 1 1 1 0 O 1-x 1 1
B=(1 1 1|-x|{0 1 0 |= 1 1-—x 1 =
1 1 1 0 0 1 1 1 1-x

= det B = —x® + 3x2 = —x?(x — 3). Portanto: S = {0, 3}.

Todas as afirmacoes sao verdadeiras.

a) Veritem 39. b) Veritem 41. c) Veritem 87.
Aplicando Briot:
1 -4 8 —-16 16 2
1 2 4 -8 | o 2
1 0 4 | o
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Temos x* — 4x3 + 8x2 — 16x + 16 = (x — 2)%(x%2 + 4).
Recaimos em x? + 4 = O, cujas raizes sdo x = 2i ou x = —2i.
Portanto: S = {2, 2i, —2i}.

Aplicando Briot sucessivas vezes:

1 -1 -3 5 ~2 1
1 0 -3 2 0 1
1 1 —2 | o0 1
1 2 0 1
1 [3#0

Entdo, x* — x3 — 3x2 4+ bx — 2 = (x — 1)3(x + 2). Portanto, 1 é raiz tripla.
Portanto a multiplicidade é 3.

Vamos dividir P(x) por x — 1 utilizando Briot:

—1 —1 1 1 | 1
-1 -2 -1 | o |
Resulta P(x) = (x — 1)(—x% — 2x — 1).
Resolvendo —x? — 2x — 1,temos x, = X, = —1 e dai x, - x, = 1.

x* —20x%2 + 36 = (x2 — 2)(x*> — 18)

= x + V2)x — V2)x + 3V2)(x — 3V2)
Entao as raizes —3\/5, —\/5, \/5, 32 formam, nessa ordem, uma
P.A. de razdo 2V2. Portanto, a proposicao correta € c.

X = 2 é raiz dupla de P(x) = —x* + 11x® — 38x? + 52x — 245. Apli-

cando Briot:
~1 11 -38 52 —24 2
—1 9 -20 12 | o 2
-1 7 -6 | 0

Recaimosem —x>+7x—6=0 = x=1o0ux = 6.

Como f(x) = log [P(x)] = P(x) >0 =

> - X—2x—1)x—6)>0 > x—1)x—6)<0ex#*2 =
= 1<x<2 ou 2<x<6 e, portanto,
D={x€eR|1<x<86,x+ 2}

X = —2 é raiz dupla de 2x3 + 7x2 + 4x + K = 0. Aplicando Briot:

2 7 4 K -2
2 3 —2 | K+4 ]| -2
2 -1 | 0o ¥

Nn=0=>K+4=0= K=-4
Portanto: K = —4.
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Zero éraizdupladex*+ (3a—b)x3 +(2b —4)x2 +(ab +4)x +a+b =0.
Aplicando Briot:
1 3a—b 2b—4 ab+4| a+b
1 3a—b 2b—4 ab+4| a+b 0

o

1  3a-b 2b—4|ab+4 —
—_—
r
-0 a+tb=0
n=h=" = lab+4=0
Resolvendo o sistema, temos:a =2eb = —2.

A equacao admite duas, e apenas duas, raizes nulas. Aplicando Briot:

1 -5 4 -3 2 m-—>5btn §m—n+2 5-m-n| O

5
3
1 -5 4 -3 2 m-—>bn gm—n+2 5-m-n| 0
3 ;
1 -5 4 -3 2 m-5n gm—n+2 M
r
5-m-n=0 2
n=r=0= %m—n+2=0
Resolvendo o sistema,temos: m=—-5en=—-1oum =% en=23.
Sem = —5en = —1,aequacao admite mais que duas raizes nulas.

Portanto: m = % en=3.

Zero é raiz de multiplicidade 3 da quacao. Aplicando Briot:

1 -3 4 12b+% a—3b+13 ab+4 | O
1 -3 4 12b+% a—3b+13 ab+4 | 0
a
1 -3 4 12b+5| a-3b+13 r 0
a %/—/
1 -3 4 [120+3 "
r.
ab = -4
e er=0 o a—3b;—13=0
12b + 3 =
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Resolvendo o sistema, temos: a = —12; b = % e, portanto:
a+hb= -3
3

2 € raiz dupla. Aplicando Briot:

1 —4 —m 4 + 4m —4m 2

1 -2-m 2m | © 2

1 -m 0 2

1 2—-—m
Entao: se m = 2, a equagao algébrica admite 2 como raiz tripla.
Logo, m # 2.

Pelas relacoes de Girard, temos:

«ab +bc +ac=—L =3
as
cabc=— 20 =4
as
Portanto:iJriJriz—bC+aCJralo =3
a b ¢ abc 4

Pelas relacoes de Girard, temos:

eab +bc+ac=4

eabc =1

Em que a, b, ¢ sao raizes da equacao dada.
1 1 bc+ac+ab -2

1
Portanto: 3 + b + c - s

Pelas relacoes de Girard:

°a+b+c+d=%

e abcd =1

-+ 1 1 1

E_bchracdjLaderabc
atbt+c+d _7

E= abced 2"

Pelas relacdes de Girard:

er,+r,+ry+r,=-5

® rify + ryfy +1yr, + fofy + 10, + 151, = —11

Entao:

P+rn+rn+r=

=(ry +ry 1y )% = 2(rr, + gy 00 0ol o o) =
=(—=5)?— 2(—11) =25+ 22 = 47.
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cL+M+N+P=—q
«LM+IN+LP+MN+MP+NP=r

« LMNP =t
Entao: . , . .
MLNP * LII\\I/IP * Ll\l\/lIP + LI\FA)N = LI\I/I_NP * LMMNP * Ll\l/I\INP + Ll\|/IDNP =
=W1NP[(L+M+N+P)2—2(LM+LN+MN+MP+NP)]=

= Tl-ap - 20 = L2

ceat+tb+c=0
eab +ac +bc=1

eabc =1

Entao:

bc , ac  ab _ (bc)? + (ac)® + (ab)* _

— +——+—= =

a b c abc

-1 - N

= abo [(ab + ac + bc)? — 2abc(a + b + ¢)] =

L 5= bc  ac ab)_ _
—1[1 210]—1e|og<a+b+c>—log1—0.

ceat+tb+c=0

e abc = —20

(@+b+cP=
=[(@+b)+c]P=(a+hb)?+3@+b)c+3@+b)c®+cd=

=a% + b3+ ¢+ 3ab(a + b) + 3ac(a + c) + 3bc(b + ¢) + 6 abc =
=a® + b® + ¢® — 3abc — 3abc — 3abc + Gabc =

=a® + b% + ¢ — 3abc

Portanto: a® + b® +c® = (a + b + ¢)® + 3abc
a®+b®+c®=0+3(-20) = -60

ro+tr+r=4(1)

ri-ry~r;=—6 (2)

r, = r, + ry (condi¢cao do problema) (3)

Substituindo (3)em (1): 2r, =4 = r, = 2.

Portanto: (2)r, - r; = —3; (3) r, + r; = 2 er, e r; sao raizes da equa-
caoy? — 2y —3=0,ouseja,rn=3er,=—1.
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Chequemos com a relacao de Girard nao utilizada:
M T +rp=6-2-3=1= %(Confere).

3
Entdo: S = {—1, 2, 3}.

rR+rn+r=9 (1)

rory rg =12 (2)

r, = 2(r, + r;) (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1): 3r, =18 = r, = 6.

Portanto: (2)r, -r; =2;(3)r, + r; = 3 er, e r; sao raizes da equacao
y>—3y+2=0,istoé,r,=1er; =2.

Checando: rir, + 1 +rr;=6-1+6-2+1-2=20= %(confere).

3
Logo: S = {1, 2, 6}.

rp+r,+r=5 (1)

fhof-r;=—-8 (2)

r, = 4(r, + r3) (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: 5r, =20 = r, = 4.

Portanto: (2)r, - r; = —=2; (3)r, + r; = 1 er, € r; sdo raizes da equa-
cdoy? —y—2=0,istoé,r,=—-1er; =2.

Checando: r,r, + rirg + rr; = 4(-1) +4 -2 +(-1) -2 =2 =

a
= a—l (confere).

3
Logo: S = {—1, 2, 4}.

at+tb+c=2 (1)

abc = —18 (2)

¢ = —a e a > 0 (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos:a +b + (—a) =2 = b = 2.
Substituindo (3) em (2), temos:a -2 - (—a) = —18 = a® = 9.
Como a > 0, temosa = 3 e, entdo,c = —3.

Checando:ab +bc+ca=3-2+2(—3)+(—3)3=-9 =i(confere).
Conclusdo: a + b = 5. 3

a+b+c=10 (1)

abc =30 (2)

b=c—aea<b <c (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: ¢ = 5.

Portanto: (2) ab = 6; (1)a + b = 5 e a e b sao raizes da equagao
y?—by+6=0,istoé,a=2eb = 3.

Checando:ab +bc+ca=2-3+3-5+5-2 =31:%(confere).
3
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Entdo:a — b +c¢c = 4.
Obs.: Se a condicao (lll) for imposta de outro modo: ¢ = b — a ou
a = b — ¢, a solugao encontrada fica incompativel coma < b < c.

at+tb+c=-2 ()

abc = 20 (2)

a+c=-1ea<b <c(condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: b = —1.

Portanto: (2) ac = —2;(3)a + ¢ = —1 e a e ¢ sao raizes da equacgao

y?+y—2=0,istoé,a=—-2ec =1.
Checando:ab +bc +ca=(—2)-(—1) +(-1)-1+1-(—-2)=

=—-1= 8 (confere).
as
Logo,a + 2b + ¢ = —3.

ro+tr+rp=-4(1)

riry + 1y +rr; = —11 (2)

r, +r, = —7 (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1), temos: ry; = 3.

Portanto: (2) r;r, = 10; (3)r, +r, = —7 er, e r, Sdo raizes de
y2+ 7y +10 =0, isto é,r, = —2er, = —b.

Entdo: S = {—5, —2, 3}.

rn+rn+rn+rn=-4(1)

ri-fyrz3-r,=9(2)

r, =r,er; =r, (condicao do problema) (3)

Substituindo (3) em (1) e (2), temos: (1) r, +ry = —2; (2) r,ry; = £3.

Portanto: de (1) e (2), temos que r, e r; Sao raizes da equagao

y2+2y+3 =0,isto é,(r, =1er; = —3),0u

(h=-1+i2er,=-1-i2).

Checando com r,r, + r,rg + 1y, + fry + rf, + ryf, = % = —2, temos:
4

S ={-3, 1}.

rg+r,+r;=10 (1)

riors = 30 (2)

r, =r, — ry (condicao do problema) (3)
Substituindo (3) em (1), temos: 2r, = 10 = r, = 5.
Portanto: (2) rir; = 6; (1) r, +r; =5 er, e ry S30 raizes da equagao
y>—5y +6 =0,istoé,r, =2er; =3.

Checando: rir, +rr; +1r,r;, =10+ 6 + 15 =31 = %.

3
Logo: S = {2, 3, 5}.
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r,+r,+rp=-5 (1)
rrr, =36 (2)
r, =r, ry (condicdo do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: r> =36 = r, = *6.
Portanto:
a) ser, = 6, temos:
(2)rrg =6; (1) r,+r; = —11 er, e r; sdo raizes da equacao
Y+ 11y +6=0 = rzz—_“;@ er3=—_11;ﬁ
b) ser, = —6, temos:
(2)rrg = —6; (1) r, + r; = 1L er, e ry Sao raizes da equagao
y2—y—6=0,istoé,r,=—-2er, =3.

Checando: r,r, + rory + rgr; = —12. A 12 solucao nao convém.
Logo: S = {—6, —2, 3}.
r1+r2+r3=% (1)

My =2 (2)
r,r, = 1 (condicao do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: ry; = 2.

Portanto, (1) r; + 1, = %; (

3y2—-10y + 3 =0,isto é,r, =

3)rr, =1er, er, sao raizes da equagao
1
3 er,=3.

Checando: ryry + rry + rr; = % +6+1= 23 (confere). Logo:

3
_J1
S —{—3,2,3}.

26
r1+r2+r3+r4=? (1)
32
Frofs & Fylol, & Fyfal, + foraf, = 5 (2)

3)

Fifofsfy = —¢

5
r,r, = 2(condi¢cdo do problema) (4)

Substituindo (4) em (3), vem: (5) rgr, = _4

= (6
De (2) vem:
32 4 32
Fafo(fs & 1y) + (ry + 1)rer, = 5 = 2(r;+r,) — 5 (ry+ 1) = 5
Levando em conta que r, + 1, = % — (r3 + 1), temos:
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4 (26 32 4
2(r; + 1) — E(?_ rs — r4> =5 @ hLtn=% (6)
As condicoes (5) e (6) mostram que r; e r, Sao raizes da equacao
By2 + 4y — 4 =0, isto é,r; = —2 _52\/6 er, = —2 22%.

Temos tambémr,r, = 2 er, + r, = 6; portanto, r, e r, sao raizes da

equagéoy2—6y+2=O,istoé,rl=3—\/7er2=3+\/7.
-6 -2+ 2\/6}

5 ’ 5 )

Conclusdo: S = {3 - \/7, 3+ \/7, —2

rif, + rirg + g =2 (1)
rir,=2er, +r,# 0(condicdao do problema) (2)

(2)
Substituindo (2) em (1), temos: r4(r; +1,) = 0 = r; = 0.
Portanto, a terceira raiz € O (zero).
19

r1+r2+r3=7

rars =7 (2)
r,r, = 1 (condicao do problema) (3)
Substituindo (3) em (2), temos: r; = 7.

(1)

Portanto: (1) r, + 1, = %; (3) r;r, =1 er, er, sao raizes da equacao
2y2 — By + 2 =O,istoé,r1=%er2=2.

7 37
Checando: rir, + rry +r3r; = 1 + > + 14 = > (confere).

Assim, a soma das duas maiores raizes é 2 + 7 = 9.

rp+r,+rp=-7 (1)
rif, +rrs+rn=-6 (2)
LET

P —3 (condicao do problema) (3)
2
2

Substituindo (3) em (1) 57“

temos 19r; + 70r, — 24=0 = r,= —4our, = % Entao:

+r,=—7e(2) 3 + 5rr, = —12,

a) ser, = —4,decorrer;=3er, = —6
6 148 9 .
1o’ er, == (falso, pois

19 19
_6 .9 -148 e
1fols = 19 19 19 # 72). Portanto, S = {—6, —4, 3}.

b) ser, = decorre r; =
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r1+r2+r3=3?7 (1)
rr, + g +rr, =18 (2)
rrory = % (3)
r, = ﬁ ou r,(r, + r3) = 2r,r; (condicao do problema) (4)
r, Ig
Substituindo (4) em (2) r,ry; = 6. Entao, (3) r, = 12 e(d)r, +ry;=5.

5
De (1) e (2) temos que r, € r; sao raizes da equagao
y>? -5y +6 =0,isto é,r, =2 er; = 3 g, portanto:

_[12
S—{5,3,2}.

Sejam S, ={r, s,t}e S, ={r, s, u} 0s conjuntos solugcao das equacoes
x2+ax?+ 18 =0e x® + bx + 12 = 0, respectivamente. Entdo:

r+s+t=-a (1) r+s+u=0 (4
rs+st+tr=0 (2) rs+su+ur=>b (H)
rst = —18 (3) rsu=—12 (6)

Fazendo (1) — (4), temos:t —u = —a. (7)
Fazendo (2) — (5),temos: (r + s)(t —u) = —b = r+s = %. (8)
Fazendo (3) : (6), temos: - = 3 9

Resolvendo o sistema (7) e (9)?vem u=-—-2aet=—3a.
Substituindot = —3aem (1) e (3),vemr +s =2a(10)ers = g. (11)
Substituindo (10) e (11) em (2), vem:
g+(—3a)(2a)=0=>a3=1=>a=1ou _1J2ri\/§ou _1;“/5.

Comparando (8) e (10), vem b = 2a2,

b=2a?=2 ou —1 ; W3 ou —1 ; W3 (respectivamente)

rA+rn+rp=0 (1)

rr, + 1y +rr=m (2)

rror,=—2 (3)

r, = r, (condicao do problema) (4)

Substituindo (4) em (1), vem 2r, + r; = 0 e dair; = —2r,.
Substituindo em (3), vemr, - r, - (—2r,) = —2 e dail ri = 1.
Entdo, ha 3 solucgdes:
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18rn=rn=1er=-2
M=rr+try+rnr=1—-—2-2=-3

2?)r1=r2=_1+'\/§er3=1—i\/§

m=r1r2+r2r3+r3r1=_1+|\/§+(1+i\/§)+(1+i\/§)=

er2=1+i\/§
1+TN§+(—1—i\/§)+(—1—i\/§)=

_-3 —2i3\/§:%(_1_i\/§)

m = rt, + rry + rrn =

r+tr+r=6 (1)

rrr =6 (2)

riry + rry +rgrp, =11 (3)

r, + ry = 2r, (condi¢ao do problema) (4)

Substituindo (4) em (1), resulta: 3r, =6 = r, = 2. Temos, entao:
(4)r, +r;=4¢e(2)rry =3 e, portanto, r, e r; S0 raizes da equacao
y2—4y +3 =0,isto é,r, =1er, = 3.

Checando: r;r, + rry + 15, =2 + 6 + 3 = 11 (confere).
S={1,2,3}.

at+tb+c=-6 (1)

ab +bc+ca=11 (2)

abc = -6 (3)

2b =a +c,c>a,c > b (condicdo do problema) (4)

Substituindo (4)em (1),vem3b=—-6 = b= —2.Entaoa+c=—4e
ac = 3, logo a e ¢ sao raizes da equagao y? + 4y + 3 = 0, isto §,
a=-3ec=-—1.

Checando: ab +bc + ca =6 + 2 + 3 = 11 (confere).

Portanto,a + b + 4c = —9.

r+r+r=6 (1)

rf, +rrtrnn=K (2)

rirr; = —64 (3)

r,r; = ra (condicdo do problema) (4)

Substituindo (4) em (3): 13 = —64 = r, = —4.

Entdo: (4) r,r; = 16: (1) r; + r; = 10 e r, e ry sdo raizes da equacao
y2—10y + 16 =0, isto é,r, =2 er, = 8.

Temos, entao: (2) K = —24.
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rp+r,+rp+r,=2 (1)
Fify +rfy 0, + 10+ =4 (2)

rifofy + rofor, + rirsr, + torr, = =6 (3)
rirorr, = —21 (4)
r, = —r, (condicao do problema) (5)

Substituindo (5) e (1), vem r; + r, = 2.

Substituindo(5) em (3), vem r3 (r;+ r,) = 6 e dai r; = 3.

Entdo: r, = V3e r,= -3 (ou vice-versa).

De (4) vem ryr, = 7, entado r, e r, sao raizes da equacao

Y —2y+7=0,istoé,r,=1+N6er,=1—iVe6.

Checando (2): riry + (ry + r)ry + (ry + ry)ry + rary, = ryr, +r3r, =
= —3 + 7 = 4 (confere).

Conclusao: S = {\/5 —\/5, 1+ i\/g, 1- i\/E}.

rR+rn+tr=a (1)
i +rirs + =0 (2)
rirs =y (3)

r, = —r, (condicao do problema) (4)
Substituindo (4) em:

r=a (1)

=8 (2 (= Ba=y
—r=vy (3

rR+r+r,=3 (1)

riry + 10y +rr, = —4 (2)

riror; = —12 (3)

r, = —r, (condicao do problema) (4)

Substituindo (4) em (1), vem r; = 3.

De (3) vemr,r, = —4, entao r, e r, sao raizes da equagao y> — 4 = 0,

ou seja,r,=2er, = —2.
Checando (2): ryry + oty + 15, = —4 — 6 + 6 = —4 (confere).
S={2,-2,3}.

r,+r,+rp=-h (1)
rf +rr+trnn=2h+1 (2)
riror;=—1 (3)

r, = —r, (condicéo do problema) (4)

Substituindo (4) em (1): r; = —h; (2) —r? = 2h + 1;
B)-rn=-1= —riz%. Entdo, 2h + 1:% =
= 2h2+h—1=0=>h=—1ouh=%.
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rp+r+rg=a(l)
rr, +rr+rrn=>hb(2)
rifors = ¢ (3)

r, = —r, (condi¢ao do problema) (4)

Substituindo (4) em:

(L)ry=a

(2)ri=b

B)-r2-r,=c= —r2 =%. De (2) e (3): b =% — ab =c.

atBty=p ()

aB + By +ya=aq (2)

apy=r (3)

a+pB=0 (4

Substituindo (4) em (1), resultay=peem (2) ap = Q.

Assim a e B sdo as raizes da equacao y>+ g = 0, isto é, a = V—q
ep=—-V—q.

Checando (3): apBy = (aB)y = gp, entdo gqp = r para que o problema
tenha soluggo S = {V—q, —V—q, p}.

28

rp+r+r+r= 3 (1)
18
iy + rifg 1, + rorg + 1,0, + rar, = ry (2)
FiFols T Flol,  Fral, + rorar, = —% (3)
27
Fifolaly = -8 (4)
r, = r, = ry (condi¢cao do problema) (5)
Substituindo (5) em (1), vem 3r, +r, = % (6)
Substituindo (5) em (2), vem r3 + 1,1, = % (7)

Substituindo r, de (6) em (7), resulta

8r,—14r, +3=0= r1=%ou r1=%>:>(r4= —1lou r4=%).
Checando as condicoes (3) e (4), vemos que s6 satisfaz a solucao
r1=r2=r3:%er4:_1_

rR+r+r+tr=-21(1)

Fify + ryfy + 100, + rory + 1,0, + 130, = p (2)
rifofy + rrory + rorar, + rorar, = —q (3)
rirorar, =2 (4)

rp+r,=-1(5) -
ot =1 (6) (condicbes do problema)
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Substituindo (5) em (1), vemr; + 1, = —1, entao r; e r, sdo raizes da
- B o —1-W3 -1+ i3

equacaoy? +y + 1 =0, ou seja, ry —Te r, ==

Substituindo (6) em (4), vem r,r, = 2, entao r, e r, Sao as raizes da
- B o 1-nW7 -1+ iW7

equacao y®> +y + 2 = 0, ou seja, r, —Te r, =5

De (2) vem p = 4.

De (3) vem —q = —3, portanto, q = 3.

rRh+r+rp=0 (1)

rry, + 1y +r0r=—-7 (2)

rfrs =—m (3)

r, = 2r, (condicao do problema) (4)

Substituindo (4) em (1) e (2):

3r, +r; =0 (5)

2r2 +3r, -1, =—7 (6)

De (5) e (6), temos: r, = +1

a)ser,=1=r=2;r,=—-3em=6.

b) ser,=—-1=r,=-2;r;,=3em= —6.

Portantoom=6eS ={1,2, -3loum=-6eS ={-1, -2, 3}.

rh+r+r=0 (1)
i, +rrg +rr=p (2)

rifrs = —q  (3)
= ri + r_13 = nrf; =1, + r3 (condicdo do problema) (4)
e (4)e (3),resulta:r, +r; = —q ()
e (5)e(1),temos:r, =q (6)
e (6) e (3): r,r; = —1 e, portanto,
@1m+ 3) Ths=p=q(—q) +(-1)=p=-a*=p+1=0.

rp+r,+rg+r,=—-p (1)

Ffy + rirg +rr, 10y 11, 131, =09 (2)

[y + Frof, + ryrsf, + rorsr, = =1 (3)

rirrr, =s (4)

a) ryr, = 1,y (condicao do problema) (9)
Substituindo (5) em (3) e (4), temos:

rrs(ry +ry +r3+r,)=—-r (6)

(r2r3)2 =s (7) r r\2

De (1) e (6), resulta: ryry = Fe (ryrs)? = (—) =s.

2 22 2(7) 2 2
LIPp=r=rnnRps=r = sps=r
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b) r, +r, =r, + ry(condicdo do problema) (8)
Substituindo (8) em (1), temos:

r,+r,=r +r,=—+. Entao: 5
2 p
Q) Frrs +(rp 1) +r3) =qg=nr, + =9 - y
(3) rarg(ry + 13) + ror3(ry + 1)) = —r =10, + 1y = %
2
edaiq — % = % e finalmente p® — 4pg + 8r = 0.

ro+r+r=-2 (1)

riry +rr+rnrn=p (2)

rirr; = —8 (3)

r,rs = r2 (condicdo do problema) (4)

Substituindo (4) em (3): 12 = —8 = r, = —2. Ent&o:
(4)rir;=4e(1)r, +r;=0er, er;saoraizes daequagdoy? +4 =0,
isto é, r, = 2i e r; = —2i. Portanto,

(2) 2i(=2) + 2i(=2i) —2(-2))=p=p=4e

X+H22+px +8=x3+2x2 +4x +8 =0; S ={—2, 2i, —2i}.

rR+tr+r+r=—-p (1)

Ff, + g+ 0, +rrg 10,0, + 1, =2 (2)
ifofy & rrofy + rorar, + rorr, =1 (3)
rirrry =a (4)

r,+r,=1er, = ri (condicao do problema) (5)
2
Substituindo (5) nas anteriores, vem:

r+rn=-p—1

(4) rsr, =g
(2)rry +(ry £ 1)1 1) trgr,=2=1+(—-p—1)(1) +qg=2=
=>qg=p+2
(B)ryro(ry +ry) +(ry +r)fer, =1=1-1+(—-p—-1)g=1=
_ _ p=-2eq=0
=>q(p+1)—O=>(p+2)(p+1)—0=>{p=_1eq=1
8
Lttt =—— (1)
[l + Flol, + Fyraf, + orl, = —% (2)
1
Mafalsls = T (3)
rir, = —1 ery, = —1 (condicao do problema) (4)
Substituindo (4) em (2) e (3), temos: K
(2) (=Drs+ (=Dry +r(=1) +r,(=1) = _H
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_8__k -
—(r1+r2+r3+;j,)— e m=>k— 8
BN =7r=m=1
Portanto,m =1 e k = —8.
at+tb+c=0 (1)
ab +ac +bc=-3 (2
abc = —54 (3)
i 4.1 __1 2 _

Entdo, 25 + 15 + 55 = GhoP [(ab + ac + bc)? — 2abc(a + b + ¢)]
ﬁ;L__z_ 4. :;L_
- (_54)2 [( 3) 2( 54) O] 32

1 1 1
Portanto: log (— tet 02) = l0g 55=7 57 32 = —log 22- 3?=

— —(2log2 + 4 1log 3) = —2 log 2 — 4 log 3.

Se a e b sao raizes da equacao x> — px + B™ = 0, entao:

at+tb=p (@1
a-b=B"(2)
Temos:

2) (@a-b)y-(a-b)> = (B - (B")° =

= a®-b*-a°-p>=Bma*b =

= logga® - b?-a® - b* = logg B™ =

= logga® + loggb? + logg a® + loggb® = mp
logza® + logzb® + logza® + logzb? = mp

Sez, =1+iez,=—1 +isao as raizes do polindmio f de coeficien-
tes reais, entao fadmite asraizes 1 +i,1 —i,—1 +ie -1 —i.
Logo, o grau minimo do polinébmio € 4.

Se o polindmio de coeficientes reais p possui trés raizes, duas das
quais sao 0 e i, entdo o polinbmio pode ser expresso:
p=akx—0)x —i)x +i)=ax(x®* + 1) =ax® + ax (a # 0).

Sel+i,1+i%e 2 — isao raizes do polinbmio p de coeficientes
reais, entao p admite asraizes: 1 +i,1 —i,0,2 —ie 2 + .
Portanto, o grau do polindbmio p é maior ou igual a 5.

Fazendo x? =y, temos:

yV+3y+2=0=y=-1ouy= —2e, portanto,
XX=—-1=x=ioux=—i
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X2=-2=y=iN2oux=—N2
s ={i, —i, W2, —i2}.

Se 1, 2 e i sao raizes simples e 0 € raiz dupla de uma equagao poli-
nomial do 6° grau, entao essa equagao é:

X=0Px —1)x —2)x —Dx+i)=0

X6 —3x5 + 3x* — 3x3 + 2x2 = 0.

A equacao algébrica x* — ax® + bx? — cx + d admite 1 como raiz
dupla e i como raiz simples. Entao:
x*—axd+bx2—cx+d=(x—1)2x —i)x +1i) =
=xt—-2x3 —-2x2 - 2x + 1

Temos:a=b=c=2ed=1.

Se a equacao x + mx? + 2x + n = 0 admite 1 + i como raiz, entdo
admite 1 — i como raiz. Temos:
X4+Emx2+2x+n=xx—-a)x—-—1-DNx—1+1i) =
=x2+4+(@a—2)x>+ (2 —2a)x + 2a

Entao:

m=a-—2

2=2—-2a=a=0

n = 2ae, portanto,m = —2en = 0.

Se a equacgdo 2x3 — bx2 + ax + b = 0 admite a raiz 2 + i, entdo
admite 2 — i como raiz. Temos, entao:
2x3 = b2 +ax +bhb=kx—mx -2 —-i)x—-2+1i) =
=kx® — k(4 + m)x®> + k(5 + 4m) — 5km
Entao:
k=2 3
—k(4+m)=—5:>m=—§
kb +4m)=a=a= -2
—5km =b = b = 15.

Portanto,a = —2 e b = 15.

Se i € uma das raizes e tem multiplicidade 3, entdao —i também é€ raiz
tripla. Seja r a sétima raiz. Temos:

X —=x8+3x5 —3x*+3x* -3x2+x—1=
=X—nNx—ipPx+iP=x-nx+1)>=
=X—NXxe+3x*+3x2+1) =

=X =&+ 3> —3rx* +3x2 -3+ x—r

Portanto,r=1e S ={4,i, —i}.
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Sejam a, b e ¢ as raizes da equac¢ao do terceiro grau com coeficien-
tesreaise,sea=1+2ieb+c =3 —2i,temosb =1 —2ie
c=(3—2i)— (1 — 2i) =2 e, portanto,

S={1+2i1-2i?2}

P(x) = x* + Cx?> + Dx + E (C, D, E reais)
P(x) = Q(X) - Q,(x) + 15 = Q(x)(x® + 2x> + 4x + 8) + 15
Temos, entao:
grQx) =1 = Q(x) =ax +b
PX) = (ax +b)(x® +2x> + 4x + 8) + 15
=ax* + (2a + b)x® + (4a + 2b)x> + (8a + 4b)x + 8b + 15
a=1
2a+b=0=>b=-2
4da+2b=C=C=0
8a+4b=D=D=0
8b+15=E = E=-1

ePx)=x*+0x2+0x —1=x*—1.

Como i é raiz de P(X) = O, entdo —i € raiz de P(x). Temos:
P(x) = (x — i)(x +i)(x> —1) =0.

As outras raizes sao 1 e —1.

S={1, —-1,i, —i}.

a) Px)=x3+2x3*+x+1=0
P(1) =5 >0; P(2) = 51 > 0. P(1) e P(2) ttm mesmo sinal, entao
a equacao pode ter 4 ou 2 ou nenhuma raiz real no intervalo dado.
Como P(x) >0 em 1 <x < 2,nao tem raiz que satisfaz 1 <r < 2.
b) PX)=x>*—-3x2+x—-4=0
P(1) = =5 < 0; P(2) = 18 > 0. P(1) e P(2) tém sinais contrarios,
entdo a equacao pode ter um ndmero impar de raizes no interva-
lo dado. Como P(x) é crescente em 1 < x < 2, entao admite ao
menos uma raiz real que satisfaz 1 <r < 2.
c) PX)=2x* —7x> +4x+4 =0
P(1) =3 > 0; P(2) = 0. Se P(2) = 0, entao 2 € raiz de P(x) = 0.

Logo, as outras raizes sao 2 e —%. Como 1 <r < 2, nao existem
raizes no intervalo dado.

d Px)=x>—-9x+4=0
P(1) = -5 <0; P(2) = —6 < 0. P(1) e P(2) ttm mesmo sinal, a
equacao pode ter duas ou nenhuma raiz real no intervalo dado.
Como P(x) <0 em 1 <x < 2, nao tem raiz nesse intervalo.
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e) P(x)=x4+%-x3+x+2020
68 130 . .
P(1) = 3 > 0; P(2) = = > 0. P(1) e P(2) ttm mesmo sinal,

entao a equacao pode ter 4, 2 ou nenhuma raiz no intervalo dado.
Como P(x) >0 em 1 <x < 2, nao tem raiz nesse intervalo.
Portanto, a alternativa correta € b.

Pelo teorema de Bolzano: P(—1) > 0 e P(2) > 0. P(—1) e P(2) tém
mesmo sinal, entao existe um ndmero par de raizes reais de P(x) = 0
em ]—1, 2[ e, portanto a alternativa correta € a.

Pelo teorema fundamental da algebra: a equagao admite ao menos
uma raiz complexa z = a + ib, entdo admite Zz = a — ib com raiz.
Portanto, a outra raiz é real.

X" — 1 =0, comn par e n > 5, é uma equacao binbmia. Suas
n raizes sao as n raizes enéximas de 1, dadas pela férmula

zk=cos2%+i~sen2%,comk=0,1,2,...,n - 1.
n
2
outros n — 2 valores temos z, nao real.
Entao a alternativa a esta correta.

Para k = O temos z, = 1, para k = - temos z, = —1 e para 0os

2

Dividindo x3 + 4x? + x — 6 por x — 1, obtemos:

XX+4x2 +x—6=(x—1)(x> +5x +6)

entado as outras duas raizes sao as raizes de x? + bx + 6 = 0, isto
€, —3 e —2; portanto, reais e negativas.

Se —1éraizdex®3+ (m + 1)x>+ (m + 9)x + 9 = 0, entdo as outras
duas raizes de x> + mx + 9 = 0. Temos, entao:
A=z=0=A=m?-36=0=>(M-6)(mM+6)=0 =

=S m=<-6oum=6.

P(O) = —1 < 0; P(3) = —49 < 0. P(0) e P(3) ttm mesmo sinal, en-
tao P(x) = O pode ter duas ou nenhuma raiz no intervalo dado. Mas
P(x) <0 em 0 <x < 3 e, portanto, ndo existe nenhuma raiz real.

YA
y y = f(x) 3=+
-1 -3 |
-1 ;
0 0 R
1 3 :
f(0) = 0 = 0 é raiz. Portanto: 1 raiz real. [---1-3
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P(O) = a; P(—2) = a — 14. Para que P(x) = x® + x? + bx + « tenha
ao menos uma raiz real em ]—2, O[, devemos ter P(—2) - P(0) <0 =
= a(a — 14) <0 e, portanto, 0 < a < 14.

P2) =6 — k; P(3) = 18 — k. Paraquey = x> — 2x2 + 3x — k
tenha um zero entre 2 e 3 é necessario que P(2) - P(3) <0 =
= (6 — k)(18 — k) < O e, portanto, 6 < k < 18.

Para que f(x) = x3 — 2x®> + 3x — k tenha um ou trés zeros entre 1 e
2 é necessario que P(1) - P(2) < 0. Temos, entao:
PA)=2—-k;P(2)=6 -k = P(1)-P2)=(2 —Kk)-(6 —k)<Oe,
portanto, 2 < k < 6.

Seja P(x) = 2x* + bx® — bx — 2 = 0. Temos: P(1) = 0 e P(—1) = 0.
Aplicando Briot:

2 b 0 —b -2 1
2 2+b 2+b 2 | o —1
2 b 2 0

e recaimos em 2x2 + bx + 2 = 0, que devera ter duas raizes reais
distintas entre si e distintas de 1 e —1. Entdo:
A>0=0>-16>0=>b<—-4o0ub>4
2:-124+b-1+2+#0 = b# -4

2. (=12 +b-(-1)+2+#0 = b # —4.

Conclusao: b < —4 ou b > 4.

Trata-se de um polindmio f = a,x3 + a,x? + a,x + a, de coeficientes
reais (pois tem grafico cartesiano) com uma raiz igual a —2 e outra
igual a 3, entdo nao podera ter a terceira raiz complexa (pois admiti-
ria também a sua conjugada). Alternativas a e ¢ descartadas.

f(0) = a, = —3 = alternativa b é correta.

0 grafico indica um polindbmio de coeficientes reais que tem uma raiz
dupla negativa, uma raiz simples igual a zero e uma raiz simples po-
sitiva; entao o grau do polindbmio é no minimo 4. Como o polindémio
tem limite +o para x — +o e para x — —», entao seu grau é par e
seu coeficiente dominante é positivo; portanto, pode ser do 6° grau.
A alternativa correta € c.

P(—=2) = —-1eP(-1)=2 = P(—2)-P(—1) <0 = existe pelo me-
nos uma raiz real no intervalo 1—2, —1].

P(—1)=2eP(0) = -4 = P(—1) - P(O) <0 = existe pelo menos
uma raiz real no intervalo ]—1, O[.

P(O) = —-4eP(1) = -7 = P(O)-P(1) >0 = existe um ndmero par
de raizes reais no intervalo 10, 1].
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P(1) = =7 e P(2) > 0 = P(1) - P(2) < O = existe pelo menos
uma raiz real no intervalo ]1, 2[. Como P € um polindmio do 5° grau
de coeficientes reais com duas raizes imaginarias, entao P tem trés
raizesreaisa,Bevytaisque 2 <a<-1,-1<B<0el<y<2.

O coeficiente dominante de f = x™ + a,x™" 1 + ... + a, = O é unita-

rio (a, = 1). Entao, se f(x) = admite uma raiz racional % essa raiz

€ necessariamente inteira, pois g = 1. Portanto, f(x) = O ndo admite
raizes reais fraciondrias e as eventuais raizes inteiras sdo os divi-
sores de a,,.

Seja P(x) tal que P(x) = x® — 9x? + 23x — 15 = 0. Entao:

qg=1 = %e {#1, 43, 45, +15}
P(1) = 0; P(3) = 0

1 -9 23 -15 1
1 -8 15 | o 3
1 -5 | o0

e recaimos em x — 5 = 0 ou x = 5. Portanto, S = {1, 3, 5}.

Seja P(x) tal que P(x) = x® —2x> —x +2 = 0.
% € {1, +2}
P(1) = 0; P(—1) = 0; P(2) = 0. Entdo, S = {—1, 1, 2}.

Seja P(x) tal que P(x) = x>—8x3+ 6x>+ 7x — 6 = 0.

% € {+1, +2, 3, 46}

P(—1) =P(1) =P(2) =P(—=3) =0; P(—2) # 0; P(3) # 0; P(—6) # O
e P(6) # 0. Entdo, S = {—1, 1, 2, —3}.

Se a equacao 4x® — 3x2 + 4x — 3 = 0 admite i como raiz, entdao —i
€ também raiz da equacao. Temos:

43 =32 +4x -3 =Qx)(x —x+i)=E4x—-3)x*+1)e P<%> =0.

Portanto, a equagcao admite como raiz um ndmero racional. Alternativa b.
Seja P(x) = 3x® — 13x?2 + 13x — 3 = 0.

b {11,11,13
q 3

P(1) = P<—> = P(3) = 0. Entéo, S = {1, % 3}.
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Seja P(x) = 15x® + 7x> — 7x + 1 = 0.

b _;,_i +£ +£+ }
P BT R T

_p(l)_p(1)_ 1,11

P(—1) = P(S) = P<3> = 0. Portanto, S —{ 1, 5 3}.

Seja P(x) = x5 — x4 — 82x% — 281x2 — 279x — 198 = 0.

% € {#1,+2,+3,46,+9, +11, +18, +22, +33, +66, +99, +198}
P(—3) = P(—6) = P(11) = 0. Aplicando Briot:

1 -1 -82 —281 -279 -198 | -3

1 -4 -70 -71 -66 | O ~6

1 -10  -10 -11 | © 11

1 1 1 | o
erecarmosemx2+x+1=00ux=_1+'\/§ouxz —1;|\/§e
S = {11, -3,-6,— REe > '@}.

Seja P(x) = x® + 8x* + 21x? + 60 = 0.
P(x) > 0, Vx,poisx6=0,x*=0e x?*=0,
portanto, ndo possui nenhuma raiz inteira.

SejaP(x) =x2 +x2 —4x +6 =0.
%e {(#1,+2,+3, +6}

P(—=3) =0 = P(x) = (x + 3)(x*> — 2x + 2) = 0 e resolvendo a equacao
x> —2x+2=0,temosx =1 +ioux =1 —ie, portanto,
S={-3,1+i,1—1i}.

As possiveis raizes racionais da equagao 5x® — 37x2 + 90x — 72 =0,
em que todos os coeficientes sao inteiros, sao os ndmeros da forma

%em queq {1, —1,5, —b}e

peil, —-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,8,-8,9, 9,12, -12, 18,
—18, 24, —24,36, —36, 72, —72}

Testando os ndimeros b inteiros, encontramos a raiz x = 2. Aplican-

do Briot, temos:
5 —37 920 72 | 2
5 —27 36 o |
As demais raizes sao raizes de 5x*> — 27x + 36 = 0,
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. 12
ou seja, x =3oux=?.
Conclusao: S = {2, 3, 1—52}

Seja P(x) = x* — 3x2 — 4 = 0 e, se i é a solucao da equacao, entao
—i é também solucao da equacao. Temos:

X —=3x2 — 4 = Q(X)(x — )(x +1i) = (x2 —4)(x*> + 1) e, portanto, as
outras raizes sao reais, isto €, x = 2 ou x = —2.

Resposta: duas.

x—a)x—b)=0=S,={a,bl,aebeQ
x2—2=(x+\/§)(x—\/§)=0:Szz{@,—ﬁ},ﬁe—ﬁeﬂ%.

Entao, as duas equacoes nao podem ter raizes comuns.

4(2)—5(9:5 — 4% — 27x2 +23x — 30 =0

P 1 +i +§ +1,+2,+3,+5, + + }
q S {_4, 5 A5 +1,+2,+3,+5,+6,...,£30
P(6) = O. Aplicando Briot-Ruffini:
4 —27 23 -30 | 6
4 -3 5 0
e recaimos em 4x? — 3x + 5 =Ooux=¥e€f\l.

Portanto, S = {6}.

A
Ax+2,4 :70:X3+3X2_68X+14O:O
x —1,2

P c 1,42, +4,+5,+7, ..., +140)

a

P(5) = 0. Aplicando Briot:
1 3 68 140 | 5
1 8 -28 | 0

e recaimos na equacdo x2 + 8x — 28 = 0, isto €, x = —4 £ 2V 11.
Como x € N, temos que S = {5}.

a) P(x)=<x—%—§>(x—%+%>(x—5):

=(x2—x+1)(x —5)

=x3-6x2+6x—5=0

b) (n+ 1) =(n—2)%+ (n — 1) + n®(condicao do problema), entao
n® —6n% 4+ 6n — 5 = 0, n inteiro. Usando o item a, n = 5, e, portan-
to, os quatro inteiros consecutivos sao: 3,4, 5 e 6.
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Fazendo 22 =y, a equacao fica:

y* + 14y3 — 96y? — 896y + 2048 = 0.

Pesquisando entre os divisores de 2048 as raizes inteiras dessa
equacao, encontramos as raizes 2, 8, —8 e —16. Dai vem:

y=2=22=2=2x=1 = x=

N|w N

y=8 = 2*=8 = 2x=3 = x =

y=-8 = 2% = -8 = #x
y=-16 = 2* = —-16 = #x.

~ 1 3
Conclusao: S = {5, 5}'
Seja P(x) =ax" +a,_x""*+..+a,=0,a, # 0, uma equacao
polinomial de coeficientes inteiros.
Se P(x) admite como raiz o nimero irracional a + \/B, entao admite
a — Vb como raiz.
Chamemos de g = a + Vb e g=a-— \b. Temos que Q)" = q".
Provemos que g = a + Vb = a — Vb é raiz dessa equacao, isto €,
P(q) = 0.
P@) = a,(@)" + a, 4(a)" " + ... +ay@) +a, =

=aq +a, .9 *+..+aq+a,=
=aq +a, q" *+..+a,0q+a, =

=aq +a,_,q t+..+a,q+a =
—P@=0=0

Sel,2el— V2 sdo raizes de uma equacao de coeficientes intei-
ros, temos:

x—1x—2)x —1+V2)x—1—-V2)=0

X2 =3x+2)x*—2x—1)=0

Xt =bx2+7x*=x—-2=0

Sel+V2éraizda equacao 3x* —bx® — 7x2 + 3x + 2,entdo 1 — V2

€ também raiz da equacao. Temos, entao:

3x4—5x3—7x2+3x+2=Q(x)(x—1+\/§)(x—1—\/§)=
=3Bx2+x—2)(x*—2x — 1)

e resolvendo a equacao 3x> + x — 2 =0,temosx = —1 oux = %e,

portanto, S = [—1, %, 1+ \/5, 1 - \/5}

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

x—2P=4—-x = x3—-6x2+ 13x — 12 = 0. Entao:
% € (41,42, +3,+4,+6, +12}.
P(3) = O e dividindo a equacao por x — 3 encontramos 0 quociente

—3x+4=0,ouseja,x=ﬂoux—ﬂ.

2 T2
Portanto, S = { Elis I\/_ 3 - I\/_}
2 2
—2 3 —4 2
3 -10 | 22 =R,
3 ~16 =R,
3=R,

Portanto, P(x) = 3(x + 2)?> — 16(x + 2) + 22.

1 2 -3 4 -5
2 —1 3 | -2=rR,
2 1 | 4=R,
2 3=R,
2 =R,

Portanto,y = 2(x — 1)3 + 3(x — 1) + 4(x — 1) — 2 e o coeficiente
de (x —1)?éR, = 3.

A transformada aditiva é Ry(x + a)? + R,(x + a) + R, = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:

—a 5 -3 8
—5a—-3| 5a’+3a+8=R,

—10a -3 =R,

5—&

Para que a equacao seja desprovida do termo do primeiro grau,
devemos ter: 3
RRh=0= —-10a-3=0=a=—=
_ep _e[_3 2 3 151
R,=5R, = 5( 10) + 3( 10) + 8 = >0 e, portanto,
100y? + 151 = 0.
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Basta fazer a transformacao multiplicativa y = 2x. Entao:
3 2
RANTNA Y)_o =
5<2) (2) ’ 7<2) 2=
5y — 8y? + 28y — 16 = 0.
Basta fazer a transformacao multiplicativa y = 4x. Entao:
3 2
Yy (¥ Y)_ 3=
(4) (4) N 2(4) 3-0
y? — 4y> + 32y — 192 = 0.
A transformada aditiva é:

Ry(x — 2)3 + Ry(x — 2)2 + Ry(x — 2) + R, = 0.
Aplicando Horner-Ruffini:

2 2 —1 1 -1
2 3 7 | 13=R,
2 7 21 =R,
2 11 =R,
2=R,

Portanto, 2y + 11y? + 21y + 13 = 0.

SejaP,x) =a,-x"+a,_Xx""*+ ...+ a, - x+ a, =0.Sendo em
y = x — h aditiva, temos:

PXy) =R, -y"+R,_;-y""*+ ... + Ryy + R, = O, entao para que
P, admita raiz nula, deve-se ter R, = P,(h) = 0, ou seja, h é raizde P,.

P(x) =x3—=3x2+4x -6 =0;Py(y) =y*+y—4=0ey=x+a.
Aplicando Horner-Ruffini, temos:
-al| 1 -3 4 —6
1 -a-3 a’+3a+4|-a>-3a®-4a—-6=R,
1 —-2a—-3|3a2+6a+4=R,
[1] -3a-3=R,
1 =R,
portanto,
—a*—3a’—4a—6=-4
3a°+6a+4=1 = a=-1
—-3a—-3=0
Entdo, a relacdo de transformagcdo éy = x — 1.

P(x) = ax® + bx? + cx + d = 0; y = x + k a relacdo de transformacao.
Temos:
Atransformada aditivia é: Ry(x + k) + R,(x + k)2 + R,(x + k) + R, = 0.
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Aplicando Horner-Ruffini, vem:
—k| a b c d
a b — ak ak? —bk + ¢ [—ak®+ bk?® —ck +d =R,
a b —2ak | 3ak? — 2bk +c =R,
| a | b-3ak=R,
a=R;
Para nao ocorrer o termo do segundo grau, devemos ter:

_ _ _ _b
R,=0=0> 3ak—0=>k—3a

— 2R = 3a[ 2} oL} 4 o = ZP°F3ac
R; = a; R1—3a(3a) 2b(3a>+c— 33

B b \? b \? b _ 2b3 — 9abc + 27a%d
Ro = a(@) *b(£> °(§)+d— 278 :

Entao: 27a%?3 + (27a%c — 9ab?)y + (2b% — 9abc + 27a%d) = O.

45 — 21x* + 21x2 -4 =0

2% espécie e grau par = 1 e —1 sao raizes
4 0O -21 O 21 0 -4 1
4 4 17 -17 4 4 [ 0 | -1
4 0 -17 0 4 ] 0

Recaimos em 4x* — 17x2 + 4 =0

Fazendo x> = y,vem 4y2 — 17y + 4 = O e dai

:H:} =4 ou :i
y 3 y y 4
Entéox:i2oux=i%.

~ 1 1
Conclusao: S = {1, -1,2, -2, > _5]'
ax® — bx* + (3b — 5a)x® — (3b — 5a)x? + bx —a = 0.

Trata-se de uma equacao de 2% espécie e grau impar = 1 € raiz.
a ~b 3b-5a B5a-3b b -al| 1
a a-b 2b-4a a—b a | 0|
Recaimos em ax*+ (a —b)x3+ (2b —4a)x*+ (a —b)x +a=0=

= ax2+(a—b)x+(2b—4a)+(a—b)%+a%=0=>

= a(x2+%>+(a—b)(x+%)+(2b—4a)=0:>

—(@a —b)+(5a — b)
2a =

S aP+@—-by+2b—-6a)=0=y=
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_ b —3a
=S y=2o0uy= .

2
-x+%:2:>x2—2x+1=0:>(x—1)2=0:>x=1.
-x+%:b_23a = a?+(Ba-bx+a=0=

b —3a+tV5a2 — 6ab + b?
= X = .

2a
[, —3a+b+V5a2—6ab +b> —3a + b — V5a2 — Bab + b?
S=11, , .

2a 2a
X +8ax>+(b—-—2)x*+4a+b+ce)xd+2ax2+(b—2ax—-—1=0
a, = —a,, grau par = 2% espécie, par.

Entao:

8a=—(b—2a)} 1
b—-—2=-2a :a=—§;b=3;c=—1

4da+b+c=0

Portanto: x® — 4x5 + x* = x> +4x — 1 =0 = 1 e —1 sao raizes
Briot:

1 -4 1 o -1 4 -1 1

1 -3 -2 -2 -3 1] o0 |1

1 -4 2 -4 1]0
Recaimosem x* — 4x3+ 2x?—4x +1 =0 =

(x2+%)—4(x+%>+2=0=>y2—4y=0=>y=00uy=4.

-x+%=0:>x2+1=0:>x=ii.
-x+%=4:>x2—4x+1=0:>x=2i\/§
s={1,-1,i,-i,2 +V3,2 - V3|.

2% espécie e grau impar: 1 € raiz.

1 -5 9 -9 5 -1 |1
1 -4 5 -4 1] o0 |

x4—4x3+5x2—4x+1=0:><x2+x—12)—4(x+%>+5=0:>

=y -4+3=0=y=1ouy=23.

143

1_
-x+7—1:>x >
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-x+£=3=>x=3ir S
X 2
1+iV3 3+V5

S=bT2 T2

1% espécie: —1 é raiz.
2 -3 -3 2 |-1
2 -5 2|0

2x2—5x+2=O=>x:20ux:%
_l_ 1
S—{ 1,2,2}.

1% espécie: —1 € raiz.
1 1 1 1] -1
1 0 1] o0
X+1=0 = x=x=i

S ={-1,i, —i.
6x* +35x3+62x2+35x +6 =0 =
= 6(x2+x—12)+35(x+%>+6220 =

:,»6y2+35y+50=0:>y=—£ouy=—E

3 2
1__10 - __1
.X+Y_ 3 = X= 3oux= 3
1__5 _ __1
x+?— 5 = X = 20UXx = >
_1r 51
S_{ 27 21 31 3}
a) 2*+ 22+ 72°+z+1=0 =
:>(z2+%>+<z+%>+1=0:>y2+y—1=0:>
—1++5
SY=T o
1 —1+5 (1 -+5)xiN10 + 275
Crt7T T2 7T 4
1 -1-45 (1 ++5)+iW10 —2V5
Crt7T T2 7T 4
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b) Convém notarque z° — 1 = (z — 1)(z* + z8 + 22 + z + 1), portanto
asraizesdez* + 22 +z2+z+ 1 =0sdoasraizesde z> —1 =0,
exclusao feita a raiz z = 1. As raizes imaginarias da equacao biné-
mia z° = 1 sao dadas por

zk=cos%+i-sen%comk€{1,2,3,4}

. - _ 2w 2T
€ essas raizes estao em P.G. de razao q = cos 5 +i-sen 5

pois os argumentos dos z, estdao em P.A. de razéo r = 2m, entao:
z,,1 =12, qparatodo p € {1, 2, 3}.
Nota: Talvez seja interessante notar que:

or  (V5-1)+i-V10 +2V5

2%
Z, =C0s=— +i-sen—=

5 5 4
4w 47 —-(V5+1)+i-NV10 —2V5
ZQ—COS?'FI'SGH?— 2
6w . 6n  —(V5+1)—i-V10-2V5
zs—cos?+|-sen?— 4
8w, . 8t (V5 -1)—i-V10+2V5
Z4—COS?+I'SGH?— 2

1% espécie: —1 € raiz:

1 -4 1 1 -4 1] -1

1 -5 6 -5 1]
y4—5y3+6y2—5y+1=0:><y2+%>—5<y+%>+6=0
—-5x+4=0= x=4o0ux=1

-y+%=4:> y=2i\/§

1 _1+iW3
y+7—1:> y = >
S{ \/—2+\/—1|\/_1+|\/_}
I S S AR e _
L+x’ 2 X*—4x—-6x*—4x+1=0 =
(x2+x—j;)—4(x+%>—6=0:y2—4y—8=0:y=2i2\/§
-x+£—2+2\/_:>x—1+\/_) 3+2V3

ox+?=2—2\/§=>x—1—\/§) +iV2y3 -3
={(1+V3)£V3+2V3,(1-V3)+iN2V3 -3}
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Seja a P.G. (a, aq, ag?, ag®, q*). Devemos ter:

*a+ag+aog® +ag’ +ag* =484

e aq + ag® = 120

Entao:

l+g+d++qg* _ 484
q+ o ~ 120

30g* — 91¢® + 30q? — 91g + 30 = 0 =

e dai

= 3O(q2+%>—91(q+%)+30=0 — 30X — 91X — 30 = 0 =

.q+%:£=> (q:3ouq=—)=>(a:4oua=324)

P.G. (4, 12, 36, 108, 324) ou (324, 108, 36, 12, 4).

14 1s 21 1 Y SO Y (N 5 B
5 X 3x+x 3x+2—0:>2<x+x2 3x+x+:L—O:>
:3y2—2y=0:y=00uy=%

1 .
-x+7:0:x=i|

ox+£:£sz%
X 3 3

_{. 1+ 213 1—2i\/§}

S_ 7_|! 3 ’ 3

P(x) = bx® + ax> + bx + ¢
a) P(x) + k(x — 1)P'(x) + (x2 — 1)P"(x) =0 =

= bx3 + ax® + bx + ¢ + k(x — 1)(15x? + 2ax + b) +
+x2—-1)-(30x+2a)=0 =

= (35 + 15)x3 + (3a + 2ak — 15k)x2 + (b + bk — 2ak — 30)x +
+ (¢ — bk — 2a) =0,

temos: 35 + 15k = 0 = k = —%
b) Substituindo k = L nas equacoes abaixo, temos:

37
e 3a +2ak — 15k =0 = a = 21.
eb+bk—2ak —30=0 = b =51.
ec—kb—-—2a=0=c¢c=—-7"7.
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c) P(x) = 5x% + ax2 + bx + ¢ = 5x® + 21x2 4+ 51x — 77
P(1) = 0 = P(x) = (x — 1) - Q(x). Aplicando Briot:
5 21 51 -77]
5 26 77| o0
Entdo: Q(x) = 5x%> + 26x + 77 e
P(x) = (x — 1)(bx?> + 26x + 77).

Px) =3x*+12x — 7 = P'X) = 12x3 + 12 =
= P'(—1) = 12(—1)® + 12 = 0 e, portanto,
P'(—-1) = 0.

P(x) = (x — a) - P'(x) = P'(x) € quociente da divisdao de P(x) por
x — a = coeficientes dominantes de P(x) e P'(x) sao iguais (basta
lembrar o dispositivo de Briot). Entao:

a,=n-a,edaia,(n —1)=0 = n=1.

a,=1lea,=2p — 1 e o polinbmio tem grau par, entdo:
PX) = x>+ a,,_ x4+ .. +ax2+ax+ (2p—1)
P'(x) =2nx* "1+ (2n — 1)a,, - X3 "2 + ... + 2aX + a,
a) P(0) = 2p — 1 € um numero impar.
b) P(O) = 2p — 1 # 0. Zero nao é raiz de P(x).
c) dP'(x) = 2n — 1 = 3P'(x) é impar.
d) O coeficiente do termo de maior grau do polindmimo derivado é
2n, logo € par.
e) O valor de P(x), quando x € nimero par, € a soma de parcelas do
tipo ax' com a; inteiro. Essas parcelas sao todas pares, com exce¢ao
da dltima 2p — 1. Entdo a soma € diferente de zero.
Portanto, d é a afirmacao falsa.

fix) =x*—-3x+8=0.

A equacao tem raizes iguais se aceitar como raiz uma rai de f'(x) = O,
entdo: f'(x) = 3x> =3 =0=x==%1.f(1) # O0; f(—1) # O e, portanto,
a equagao nao tem raizes iguais.

fixX) =x—2x*+3x3—-7x*+8x—-3=0
fO(x) = bx* — 8x3 + 9x% — 14x + 8

f2(x) = 20x% — 24x + 18x — 14 (raizes: 1, “1—0 “69>
f3(x) = 6OX2 — 48x + 18 (ral’zes: “1'—0 ‘14)

f9(x) = 120x — 48 (raiz: %)
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e Se existir um ndmero r tal que f(r) = f4(r) = 0, entdo r tem mul-

tiplicidade 5. Mas f(r) = f(%) # 0.
e Se r for raiz_ de multiplicidade 4, entao f(x) = f®r) = 0. Mas
fx) = f(—4 = im) #0
10 )
e Se r for de multiplicidade 3, entdo f(r) = f?(r) = 0.
fOx) =0 = 20x® — 24x%> + 18x — 14 =0
Pesquisando as raizes, encontramos f(1) = O.
Checando: f(1) =5 -8 +9 — 19 + 8 = 0.
Logo, 1 é raiz tripla.

fix) =x3 —5bx2+ 8 — 4 = 0; fY(x) = 3x> — 10x + 8;

fo(x) = 6x — 10; fOx) =6 # 0

Se existir um ndmero r tal que f(r) = f8(r) = f@(r) = 0 e f(r) # O,
teremos uma raiz tripla.
f9x) =0 = 6x—10=0 = ng; masf(g)aﬁo.

f<1>(x)=0:3x2—10x+8=0=>x=2oux=§

f(2) = 0, entao 2 é raiz dupla. Aplicando Briot:
1 -5 8 —4 2
1 -3 2] o] 2
1 -1] 0

recaimos em x — 1 = O; portanto, S = {1, 2}.

a) f(x) = x* — 12x3 + 52x2 — 96x + 64 = 0.
f(x) = 4x3 — 36x2 + 104x — 96
fAx) = 12x2 — 72x + 104
fO(x) = 24x — 72; f9(x) = 24 # 0. Temos, entao:
fOX) =0 = 24x — 72 =0 = x = 3, mas f(3) # 0.
fAx) =0 = 12x> — 72x + 104 = 0 =
~9+V3 (9443
= X = 3 ef 3 # 0.

fx) =0 = 4x3 — 36x> + 104x — 96 = 0 =
= x=2o0ux=3oux=4
Testando essas raizes em f(x), encontramos f(2) = 0 e f(4) = O.
Portanto, 2 e 4 sao raizes duplas.
b) x>+ x*—56x3—x2+8—-4=0
fO(x) = 5x* + 4x3 — 15x> — 2x + 8
fo(x) = 20x3 + 12x2 — 30x — 2
fO(x) = 0 = 20x® + 12x> — 30x — 2 = 0.
Uma das raizes da equacgdo f?(x) = 0 é 1.
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Testando em f(x) e f¥(x), temos:
f(1) = 0 e f9(1) = O, entdo 1 € raiz tripla. Aplicando Briot-Ruffini:

1 1 -5 -1 8 -4 1
1 2 -3 -4 4] o] 1
1 3 0 -4] o0 1
1 4 4] o
recaimos em x>+ 4x + 4 = 0 e dai x = —2 com multiplicidade 2 e,

portanto, 1 € raiz tripla e —2 € raiz dupla.

xt=x3—3x>+b6x—2=0.

fi(x) = 4x3— 3x* — 6x + 5

f@(x) = 12x%2 — 6x — 6.

Se a equacao admite uma raiz de multiplicidade 3, entao deve existir
um ndmero r tal que f(r) = f8(r) = f(r) = 0 e f3(r) # 0. Entao:
fA(r)=0 = 12x?—6x—6=0 = x=1o0ux= 1 f(1)=0e

2;
f(—%) # 0. Assim, 1 € raiz tripla. Aplicando Briot:

1 -1 -3 5 -2]1
1 0 3 2] o] 1
1

1 2] o0 1
1 2] o
recaimosemx+ 2=0e daix= —2.
S={1, -2}

X—=3x2—9x+A=0

a) Se a equacao admite uma raiz dupla, entao existe um ndmero r
tal que f(r) = f8(r) = 0 e f?(r) # O. Entao:

fOx)=3x2—6x—9=0 = x=30ux=—-1e

e f(—1)=0 =>5+N=0 = A= —b.

e f(3)=0 = —27+AX=0 = \=27.

Vamos supor que a equacao f(x) = x* + px2 + q = O tenha uma raiz
r tripla. Entao deveremos ter f(r) = f8(r) = f2(r) = 0 e f(r) # 0.
fU = 4x3 + 2px

)= 12¢ +2p=0 = X' = —§ = x=*+] —¢

Substituindo esse valor em f(x) = 0 e f®(x) = 0, temos:

4 2
(i/—%) +p<i/—%> +q=0 = 5p?=36¢q
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oo B) 2o B} -0 = b

Portanto, a condicao para a existéncia de uma raiz triplaé p=q=0
(absurdo).

f(x) = x® + px + g = 0; fY(x) = 3x2 + p; fA(x) = 6x; f3(x) = 6.
Entdo, se existir um ndmero r tal que:

a) f(r) = f9(r) = f(r) = 0, teremos uma raiz tripla, ou seja:
f9x)=0 = 6x=0 = x=0.

f0)=0 = g=0e fH0)=0 = p=0

b) f(r) = f8(r) = 0 e f?(r) # 0, teremos uma raiz dupla, ou seja:

f(x)=0 = 3x*+p=0 :>x—+|@

f(i@)=0:<i@)3 (ﬁ)+q 0 = 2ipV3p = -9q

= (2ip\3p)2 = (—9q)? = 4p*+ 27¢2 = 0.
Analogamente,

(—u—“p) 0 = 4p*+ 27q?=0
fix) = x2— px — g = 0. fYX) = 3x%> — p'f J(X) = BX.
Se existir um numero r tal que f(r) = f9(r) = 0 e f?(r) # 0O, teremos
uma raiz dupla. Entao:
\3p

fO9)=0 = 3x*—p=0 = x=+—F-
3

f(@)= 0= (@) - p(@)— q=0 = —2pV3p=9q =

= (—2pV3p)2=(9q2 = 4p®= 272 = 4p3— 272 = 0.

Analogamente,

f(—@>= 0 = 4p®— 27¢?=0

— 2%+ x+m—1=0. f8x)=3x2— 4x+ 1; fAx) = 6x — 4
Se existir um ndmero r tal que f(r) = f9(r) = 0 e f@(r) # 0, teremos
uma raiz dupla. Entao:

fOx)=0 = 3x*—4x+1=0 = x=1oux=%.
e f(1)=0=>m—-1=0=>m=1;f1)=2+#0

R 23— 23, (L) _
f<3>—0=>27m 23=0 = m 27,f<3>— 2+ 0.

f(X) =x3+ax2+3x+1=0. f(l)(X) = 3x2+ 2ax + 3!
f(x) = 6x + 2a; f3(x) = 6 # 0.
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Se existir um numero r tal que f(r) = fO(r) = f2(r) = 0 e f(r) # O,
teremos uma raiz tripla, ou seja:
a

f(2)(X)=O$6X'}_2a=0:>x=_§ (1)

f(h(-%)zo = —a’+9=0=a=%£3 (2)
—3£3V3
3 2

De (1) e (2),a= 3.
Xt — px — g = 0; fY(x) = 4x® — p; fP(x) = 12x2.

Se existir um ndmero r tal que f(r) = f8(r) = 0 e f@(r) # 0, teremos
uma raiz dupla. Entao:

flix)=0 = 4x*—p=0 = x:3/£.

4 3
f<3/%)=02>(3/% -p-3 %—q=0:>(—3p-3/%) = (4090 =

27p* + 256¢° = O e, portanto, 27p* + 2560° = 0 é a condigdo do

problema e x =3 % € araiz.

f(—3>=0 = 2a°—27a+27=0 = a=3oua=

fix) = x*+ mx?>+ 8 — 3 =0; fUx) = 4x3+ 2mx + 8;
fO(x) = 12x2 4+ 2m; fO(x) = 24x.
Se existir um nudmero r tal que f(r) = f9(r) = f2(r) = 0 e f3(r) # 0O,

teremos uma raiz tripla. Entao:
fAx)=0 = 12x2+ 2m =0 = x = +i ‘gm
1[ 1[ 3 1[
. f(i)(i—gm>: 0= 4<i gm) + 2mi gm +8=0 >

= miVém=—-36 > m*= -6% = m= —6.
Analogamente,

f(—i@)Z 0 = m=-6.

20— 41 e fx) = x'— 6%+ 8x— 3= 0.

Temos: x = =i

e f(1) = 0 e f(—1) # 0. Aplicando Briot:
1 0 —6 8 -3 1
1 1 -5 3] o1
1 2 -3]o0 1
1 3| o

recaimos em x + 3 = 0 e dai x = —3 e, portanto,
S={1,-3} e m= —6.
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f(x) = x3+ mx — 2 = 0; fB(x) = 3x2 + m; f?(x) = 6x.

Se existir um ndmero r tal que f(r) = f9(r) = 0 e f@(r) # 0, teremos
uma raiz dupla. Entao:

f9%%) =0 = 3x*+m=0 = x=ii-%

f(i@)=0 = (i \/%)34_ mi V3m

3 3 3 -3=0.

(MV3MP=92 = m= -3 = x=+1; f(x) = x*— 3x — 2;
f(1) # O e f(—1) = 0. Aplicando Briot:
1 0O -3 —-2]| -1
1 -1 2] o] -1
1 -2 o
recaimos em x — 2 = O ou x = 2. Portanto, S = {—1, 2}.

ax"+b=0,a#0,b#0.

Vamos supor que a equacao admita uma raiz dupla r.

Temos f(x) = 0 e fY(x) = 0. Entao:

e fO(Xx)=0 = nax" " '=0 = x= 0, poisa+ 0.

e f0)=0 = a-0"+b=0 = b= 0, 0que é absurdo, pois b # 0.
Portanto, a equacao nao tem raizes mdiltiplas.

x2—ax + b=0,ab#0.
Seja r a raiz dupla. Entao: f(r) = f8(r) = 0 e fo(r) # 0.
\3a

fO9)=0 = 3x*—a=0 = x=——.

3
3
f(—“::”"")zo :(?) _a. “§a+b=o ~ 2aV3a=9 =

= 4a%— 27b?= 0 e, portanto, a é positivo.

3x4 — 8x3 4+ 6x2 + 24x + k = 0.

Seja r a raiz dupla. Entao: f(r) = f8(r) = 0. Temos:

fUx)=0 = 12x3 = 24x2 = 12x + 24=0 =

S X(x-1)-2x*-1)=x*-1)x—2)=0 =

= x=1oux=—1oux=2.

f(—1) = 0 (condicao do problema) = k—19=0 =

= k=19 e 3x*— 8x3— 6x%+ 24x + 19 = 0. Aplicando Briot:
3 -8 -6 24 19| -1
3 -11 5 19| 0 -1
3 -14 19| 0

recaimos em 3x2 — 14x+ 19=0 = x=

B 7 +2iN2 7 — 22
o]0, 12202 7-2)

7+ 2iW2
—
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a) Veritem 91, pagina 111.

b) f(x)=2x3— sen ax®>+ cos®a =0

fY(x) = 6x> — 2 sen ax

Se f tiver uma raiz mdiltipla r, entdo f(r) = f9(r) = 0.
Entao:

fOx)=0 = 6x2—6senax=0 = x(x—sena)=0 =
= x=0o0ux=sena

w

e f(0)=0 = cox®*a =0 & a = > + km, k € Z.

e f(sena)=0 = —sen®a +cos’a =0 < a=%+ kwm, k € Z.

c) Sea= % + kwoua = % + k, com k € Z, vimos que a equacgao
admite uma raiz dupla e, em conequéncia, uma terceira raiz simples.
Se a # % +kwmea# % + ki, com k € Z, a equacao tera trés

raizes simples.

A z=x+iy = |zl =Vx2+y* (1)

izu:}H: VeV o
z Xty z X2+ y2
1-z=(1-x-ly=1-2=VL-x2+y* 3)
Temos:
de(1)9(3)1(1—X)2+y2=x2+y2:>x=%,
X2+ y? 5 L o . N3
AL SR = 4j . —
de (1) e (2): o+ X2+ y? = y==Zi >
1.3 RE
Portanto.z—2+| 5 ouz=75—i5

B) P(x) =x3+ax2+bx +c;P'(x) =3x>+2ax + b
¢ P(x) é divisivel por P'(x):

x2 + ax? + bx + c 3x2+2ax+ b

3 2ax ox x,a
X 3 3 379

ax? " 2§x " c

_ax 2a%x _ ab

3 9 9

6b + 2a2 9¢c — ab
+
CO 9
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(6b —2a?)x +9c —ab =0 =
{6b—2a2=0:>a2=3b 1)
9¢c —ab =0 (2
e P'(x) € divisivel por x — 1:
3 2a b | 1
3 2a+3 | 2a+b+3
2a+b+3=0 (3)
De (1), (2) e (3),temos que:a=—-3,b=3ec=—1.

Seja k; o coeficiente do termo em x*& ~ i,

Temos:

k, = (sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°) ... (sen i® + cos i°).

Desta forma, para i = 135, um dos fatores que compdem k; é

sen 135° + cos 135° = 0, ou seja, k; = 0. Entao os termos que tém
coeficiente ndo nulo vao desde x*& até x180 ~ 134 = 46,

Conclusao: a multiplicidade de zero como raiz do polindmio € 46.

X+ 6 X _ 3
20 20
X*+ 43+ 32 —4x — 4 | x3—2x2 —5bx+ 6 | 20x2+20x —40 =1,
20x% + 20x — 40 0
rl

mde(f, g) = mde(g, r,) = =1, = X2 + x — 2

20
X2 —2x + 4
X2+ 2x5+x3+ 3x2+ 3x + 2 X*+ A3+ 4x2 —x — 2
—6x3 — 13x2 + 3x + 10
ry
_x A1
6 36
X+ A4x3 + 4x2 —x — 2 —6x3—-13x*+3x+10 =1,
19 , , 19 19
36° "2 18
ry
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_216 , 180
19 19
19 , 19, 19

— 3 _ 2 —_— 2 _ _ —
6x 13x* + 3x + 10 36 X +12X+18 r,

0]

mdc(f, g) = mdc(ry, r,) = =x2 + 3x + 2.

%,
19 2
f=Mx—-12 - x+1)>3=(x—12 -(x+1)°
g=0+1x—1)=(x+ 1)(x*—x+ 1)(x — 1), entdo
mdc(f, g) = (x + 1)(x — 1).

Sejam q, e g, 0s quocientes da divisao, respectivamente, de f e g por
(x — a)’; g e r o quociente e o resto da divisao de f por g. Entao:
f=aq-x-ag=q-x-—apf=ag+r=
= r=f—-0ag =qx —a) —qo,(x — a) =
= (x — a)’(q, — ag,) e, portanto, o resto da divisao de f por g
também é divisivel por (x — a)®.

f=5(x — 2)%(x — 4)2(x — 3)*
g = 4(x — 2)(x — 4)¥(x + 1)
mdc(f, g) = (x — 2)(x — 4)2.

f=(— 1P + 12 = (x — 1%(x + 1)°
g = (x — 1)%x + 1)*
mdc(f, g) = (x — 1)%x + 1)%.

X+ 6 x _3
20 20
X2+ 43+ 3x2—4x—4 | x3—2x* - 5x+ 6 20x? + 20x — 40
20x2 + 20x — 40 0

Entdo, mdc(f,g) = x> + x — 2 e asraizescomunsafegsaole —2.
f(3) = 0; f(3) # 0, g(—1) # O e f(—1) = O; portanto, as raizes nao
comuns sao: —1 de fe 3 deg.

f=x3—ax2—b>Xx+ab?2=x>—b?)(x—a)=(x+ b)x —b)x—a)
g=x3+bx2—ax —a% =(x2—-a?x+b)=(x+a)x —a)x + b)
Temos, entao: mdc(f, g) = (x — a)(x + b) e, portanto, as raizes co-
muns sao a e —b.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

f=x*—-1=x+ 1+ 1)(x — 1)
g=xXx*+1)
h=x*—x2+x2=—x=x(x2+ 1)x — 1)
Entao, mdc(f, g, h) = x> + 1.

Raizes comuns: i e —i (raizes do mdc).

As raizes de g(x) = x> — 3x + 2sao 1 e 2.

Impondo que sejam raizes de f(x) = x3 — 3x2 — 4x + a, temos:
fl)=0=>1-3-4+a=0=a=6
f2)=0=>8-12-8+a=0=>a=12

Conclusao:a =6 oua = 12.

Px)=x"=ax""*+ .. +a,_Xx+a,

Qx)=nx""*+ (n—-1ax""2+ ... +a,_, =P'(x)

Se mdc(P(x), Q(x)) = x — «, entao « € raiz de P(x) e de Q(x); portanto,
a pode ser raiz dupla de P(x).

Seja f = x* — 2x'% + x*? e g = x2 — 1. Entao:
f=x2x—1)

g=x+1)(x—-1)

mmc(f, g) = x*2(x — 1)2(x + 1) = x5 — x¥ — x13 + x2
mdc(f, g) = x — 1.

f=x2—1=x+1)x—1)

g=(x— 1
h=x3-1=x—-1)(x*+x+1)
Entao:

mmc(f, g, h) = (x + 1)(x — 12 + x + 1)
mdc(f, g, h) = x — 1.

2 n 3 1 _2x+1)+3x—-1)—-1 _5x-2
x—1 x+1 x2-1 (x —1)(x + 1) x2 =1

1 X-3_ _2x+4 1 n 3. 2
XX+2x+1 x*-1 x*+3x+2 (x+1? x+1 x+1
1+3x+1)—2x+1)  x+2

(x — 1) (x +1)2

1 1
X 1Pk —2F  x-1x — 27 °
Multiplicando ambos os membros por (x — 1)3(x — 2)%, temos:
x—1)+x—2)=0
2x—3=0

-
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X _a b
-1 x-1 xrp XFED

- X _ak+1)  bx-—1)
Ent&o: -1 -1 w1

L _X _(atbx+(@-h {a+b=1=>a:b:i

x2—1 x2 -1 a—b=0 2
1 A Bx+C _

-+l x—1 " %+1°
(A+ B)? + (C— Bx + (A —C)

= X = 1)@ + 1) . Entao:

A+B=0
C—-B=0
A-C=1 1 1
Resolvendo o sistema de equacoes, temos: A 25; B=C= 5

X = & + B +(OL+I3)X+(B_O()
x+1)x—1) x+1 x—1 (x+1)(x — 1)
Temos:
atp=1 a1
{a—[s:o = a=b=35

a, b, ¢ sdo raizes da equacao x3 — 5x? + 6x = 0, entdo a = O;
b=2ec=3.
6 — 5x A B c
¥ -5 16x x-0 x-2 x-3°_
(A+ B+ C)x2 — (BA + 3B + 2C)x + 6A
x3 — Bx? + 6x

Temos:

A+B+C=0

—(BA + 3B + 2C) = -5
6A =6

Resolvendo o sistema de equacbes encontramos: A = 1; B =2e
C = —3. Portanto, alternativa c.

1 _ A n B +(2A+2B)n+(A—B)
2n —1)2n + 1) 2n — 1 2n + 1 (2n — 1)(2n + 1)
decorre 2A + 2B = 0 e A — B = 1. Resolvendo esse sistema, vem
A= %e B = —%. Vale, portanto, a identidade:

1 1 1

(2n — 1)(2n + 1) 2(2n — 1) 22n + 1)
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Aplicacao:
1 1 1 i 1 _
S=1T 335 5.7 79 T @Ghoh@en+ D
_(A_oiy oty (1 1) . (r_1
~\2 6) * (6 10) " (10 14) - (14 18) Tt
N S S N S S
22n—1) 2(2n+1) 2 2(2n+1)
o 1 1
Para n arbitrariamente grande, m tende a zero e S tende a >

f=x-2x*+1;g=x2+x—2
f(x) = q(x) - g(x) + r(x)

X3 — 2x2 +1 | x2+x—2

—x3 — X2+ 2x x — 3 =q(x)
-3x2+2x+1
3x>+3x — 6
Bbx — 5 = r(x)
Temos:
f(x) A B f o A B
ax) AT T T T T W I T 2 7
) _ A B _(A+Bx+2A—B
x) x—1 x+2 X2 +x—-2
{A+B=5
2A - B = -5

Resolvendo o sistema: A = 0 e B = 5 g, portanto, o valor de B é 5.

P(x) = a(x — Xp)(X — X4) com X; # Xq
Q(x) = a'(x — X)X — X,) comM X, F X,
Pelas relacoes de Girard, temos:

x0+x1=—%ex0+x2=—?
e decorre dar:

b N )
xl——g—x0 ex2——?—xo.

Temos, entao:
P(x) = a(x — x0)<x + % + xo>

Qx) =a'(x — x0)<x + % + x0>

mmc(P, Q) = (x — xo)(x + % + xo><x + % + x0>.
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Vimos no item 89, na pagina 107, que todo polindbmio pode ser colo-
cado na forma de um produto de fatores do 1° grau. Entdo vamos es-
crever f e g como produtos de fatores da forma x — r,, em que r, é raiz
do polindbmio f com multiplicidade m;, e de g com multiplicidade n;:
f=(X=r)MX —ry)M(X = ry)M ... (X = r)m

g = (X = "X — )X — r3)" . (X — 1)

Temos:

mdc(f, g) = (X — ry)*(x — ry)*2(X — ry)® ... (x — r,)» em que

o, = min{m;, n}

mmc(f, ) = (X — r)Pyx — ry)P2(x — ry)fs ... (x — r,)P em que

B; = max{m;, n}

entao f - g e mdc(f, g) - mmc(f, g) sao produtos formados por fatores
do tipo (x — r)™* ", idénticos dois a dois, e portanto iguais.
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