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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 7,
Geometria Analitica, da colecao Fundamentos de Matematica Ele-
mentar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solucao dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeicoar continuamente os Complemen-
tos. Estamos abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser
encaminhadas através da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colaboracao
na redacao das solucoes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores
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MUK RM — Coordenadas cartesianas no plano
2. Calculando as medidas dos lados, temos:

10.

11.

12.

14.

dAB = \/2_6, dBC = \/ﬁ, dAC = \/2_6
Como dag = dpc, 0 tridngulo € isésceles.
Como (\/ﬁ)2 > (\/2_6)2 + (\/2_6)2 o triangulo é obtusangulo.

Para o AABC ser retangulo em B, devemos ter:

dic = dig + dac.
52+ (x =52 =42+ (=62 + 12+ (x + 1)? = x:—%

A é equidistante de B e C se, e somente se, dag = dac.-

VX + 12 + (-1)2=Vx — 52+ 12 = x =2

P pertence ao eixo das abscissas, portanto P(x, 0).
P € equidistante de A e B, entao dpsy = dpg.

Vx —2)2 + 12 =(x — 32 + (=512 = x=%

Portanto: P(% O).
P pertence a bissetriz by, entdo P(x, —X).
P é equidistante de A e B, portanto dps = dpg.

VX2 + (—x — 12 =\(x + 22 + (—x — 32 = x=—%

Portanto: P(—%, %)
M(a, 0); N(O, a); P(x, y)

1 2
AMNP € equilatero se, e somente se, dpy @ dpn @ dmn-

(1) dpy =dpy = V(x— a2 +y2=Vx2+(y—a2 = x=y

a+aV3
2

(2)dpy =dyy = VX2 + (y—a)2=+(-a)2 +a2 = x =

Ha, portanto, duas possibilidades:

P(a +2a\/§, a +2a\/§) ou P(a —2a\/§, a —2a\/§>_

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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16.

17.

VA Calculamos, inicialmente, o valor de dag:
das = V12 + (—1)2 =2,

Calculemos dpp:
dap = \/(Xz — 5+ (y, + 2%

Como dyp = dpg (0s lados de um quadrado tém medidas iguais),
vem:

N, =B+ (y, + 27 =V2 = x2 +y2 — 10x, + 4y, + 27 = 0 (1)

Aplicando o teorema de Pitagoras no AABD, vem: d2, = d2; + d25.
(g = 4P+ (2 + 12 =2+ (x, = B2 + (v + 2)2

De onde vem: x, — y, = 7, 0U seja, X, =y, + 7 (2)

Substituindo (2) em (1), temos:

y2 + 14y, + 49 +y5 —10(y, + 7) + 4y, + 27 =0

ouseja:ys +4y,+3=0=(y,=—1 0ouy,=—3) = (x, =6 ou x, = 4).
Portanto, D(x,, y») = D(6, —1) ou D(x,, y5) = (4, —3).
Analogamente, aplicando o teorema de Pitagoras no AABC, temos:
dac = das + dac.

(x¢ =B +(yg +22=2+(x; = 4P +(ys + 12 = x, =y, + 5 (3)
Como dgc = \/(xg — 42 + (y, + 1)2 =2

X2 +yl =8 +2y; +15=0 (4)

Substituindo (3) em (4), temos:

y2+2y,=0 = (yy=0o0uy; = —2) = (x, = 50ux; =3)
Portanto: C(x¢, y4) = (5, 0) ou C(x, y4) = C(3, —2).

AY A(1, 2); C(3, —4)
Xg > Xp
A AC é diagonal do [JABCD.

Aplicamos o teorema de Pitagoras no
AABC.

dic = dzsc + df\B (1)

xy

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Utilizamos a condicao de igualdade das medidas dos lados do
quadrado:

dgc = dga (2)

(1) 22+ (=6 = (x = 32 + (y + 47 + (x — 1 + (y — 2)?
2x2 4+ 2y2 — 8x + 4y — 10 =0 (3)

(2 Vix =3P +(y+ 4P =+(x — 12 +(y - 2
x—3y=5=x=3y+5 (4)

Substituindo (4) em (3), vem:

2(9y2 + 30y + 25) + 2y2 — 8By + 5) + 4y — 10 =0
V2+2y=0=(y=0o0ouy=-2)= (x=5 ou x=—1)

Portanto, temos os pontos: (5, 0) e (—1, —2).
Como xg > xp, entao B(5, 0) e D(—1, —2).

19. A5, 3); B(—1, —3); C(x, 0)

r_E_Xs_X1_y3_y1

 CB X2 — X3 Yo — Y3
0-3

Utilizando a coordenada y, vem: r = 30 1.

gl _
22. A(4,—2),B<3, 1)

A B C(x,y,) D)

B é ponto médio de AC. Entao:

2 4+x oo =

£ _ L = ——

3 2 = ponto C(—g, O)
24y, 3

C é ponto médio de BD. Assim:

cr 2
-——= = 3 = X = -6
3 2 = ponto D(—6, 1)
y—1
2
0 segmento deve ser prolongado até o ponto D(—6, 1).

O:

=sy=1

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

24, M é ponto médio de PR.
-5+1

XM = —2
2 = M<—2,i>
2+1 3 2
W= T2
M
Portanto: douy = \/(xQ — XM)2 + (yQ —yw)? = Q
11\2 +~221
= 2 it ALt
(5)% + ( > ) 5 P
25, As diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto
médio. Assim: E € ponto médio de AC:
X1+ 4
2= 12 = X, =0
-2
1= Y1 > =y, =4
Entao, C(O, 4).
E é ponto médio de BD:
Xy + 3
2 = 22 = X, =1
y, — 1
1=22 5 = Y2~ 3
Entao, D(1, 3).

27. M é ponto médio de AB:

J’_
1=—XA2XB = Xpa tXg=2
+
1=220 oy tyg=2
N é ponto médio de BC:
+
0=—XB Xe = Xg+%x =0
+
3:yB2—yC = YB+YC:6 A(XA'yA)
P é ponto médio de AC:
+
—2=¥:> Xa +Xc = —4
+
LS O

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Temos, entao, dois sistemas:

Xp T xg =2 Ya tyg=2
(1) yxg +x =0 e (2)1ygtyc=6
XA+XC:_4 yA+yC:4
Resolvendo (1), vem: x4, = —1,Xxg = 3 € Xc = —3.

Resolvendo (2), vem: y, = 0,yg = 2 € yc = 4.

Portanto: A(—1, 0), B(3, 2) e C(—3, 4).

2 1) . .
30. G(?, ?) € baricentro.
Ent3o G divide AN na razzo 2.
g = 2 e dai
GN
« 2
P
3
2 =2= X, =2
3~ 0
Ya — 1
N
3
T 1 =2=y,=0
3 2
M é ponto médio de AB, entao:
1 . 2+ XB _
5 =5 = xg=—1
= B(—1, 4
0 +yg ( )
2=—F—> yg=4
2
N é ponto médio de BC, entao:
-1+
0= TXC = xc=1
= C(1, —3)
1 4+yc _
2 - 2 = yC - 3
7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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32.

34.

Mé ponto médio de AB, entao:

4+ Clxer y)
4= o Xy = 4
= B(—4,9)
+
6=32yB:>yB=9 8 10

Temos, ainda:

dec = Vlxc + 4 + (yc — 9)* = 10 (1)

dac = Vlxc + 42 + (yc — 32 =8 (2)
(1)x2 + 8xc + 16 + y2 — 18y, + 81 = 100
(2)x3 + 8xc + 16 +y2 — 6y, + 9 = 64

A(—4, 3) M(—4, 6) B(Xg Vs)

Multiplicando (2) por —1 e adicionando membro a membro, vem:
—12yc + 72 =36 = yc. =3

Substituindo yo = 3 em (2), vem:

X2+ 8x; —48=0 = xc =4 ou xc = —12

Entdo: C(4, 3) ou C(—12, 3).

Com a teoria dada até aqui é possivel resolver a questao de duas
maneiras:

Solucao 1

Calcular as medidas dos quatro lados e verificar se lados opostos
tém medidas iguais.
Usando a férmula da distancia, encontramos:

h - TS, V5 V10 )

dgc =5  do="7% & dm=—%—
e constatamos que dpg # dep € dgc # dpa-

Solugao 2
Calcular os pontos médios das diagonais e verificar se coincidem.
Usando a formula do ponto médio, encontramos:

3 —i) (médio de BD) e

1 o _ (3
—)(medlodeAC)eN—(4, >

4
constatamos que M # N.

v (o

Conclusao: usando qualquer um dos dois processos, verificamos
que ABCD nao é paralelogramo.

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Tendo abscissa 3, igual a de B, P s6 pode-
ra ser interior ao lado AC.

Impondo P, A e C colineares, temos:

<y

3 m 1
1 2 1|=0edaim= —1.
5 —4 1

Chamemos de P(a, b) um ponto da reta AB que é equidistante dos
eixos cartesianos. P esta obrigado as seguintes condi¢oes:

a b 1
2 3 1/ =0 e |a] = |b]
-5 1 1

e dai vem:
2a—7b+17=0 (1) e a=*b (2)

Resolvendo esse sistema, obtemos

I _ 17 _ _
a=b= 5 ou a 5 b
17 17 17 17
e, portanto, P(?, ?) ou P<_?' ?>

I NS[NeR[M — Equacao da reta

59.

Areta AO é a bissetriz dos quadrantes pares; portanto, ya = —Xa. (1)
do=V2 = Xz +ya=2 (2

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem A(—1, 1).

Areta BO é a bissetriz dos quadrantes impares; portanto, yg = xg. (3)
dgo =22 = X3 +y5 =8 (4)

Resolvendo o sistema formado por (3) e (4), vem B(2, 2).

Portanto, a reta que passa pelos pontos A e B é:
x—3y+4=0

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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62.

64.

69.

71.

Aretarpassa pelos pontos (4,0) e (0, 2);entdo,r:x+ 2y —4=0. (1)
Areta s passa pelos pontos (1, 0) e (0, 4);entdo,s:4x+y—4=0. (2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem x = % ey = %
Portanto, r N s = (i 2)
’ 7 ’ 7 .

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes de duas retas, temos:

y=—-x+2 :>X_2(:|_—a) oy = 4a

y=ax + 2a T a+1 Y=a+1

2(1 —a) 4a . .

Para que P( atl ' a7+ 1) esteja no primeiro quadrante, deve
mos ter:
201-2a) _4a

a1 =0(1) e a+120(2)

De(l)vem -1 <a<1lede(2)vema=<—1oua=0.
Fazendo a intersecao, temos O < a < 1.

Escolhemos duas dentre as trés equacodes e calculamos os valores
de x e y. Tais valores devem satisfazer a terceira equacao.

3x — 3y = —2a _a B
3x+3y=4a X" 3 7 Y¥TA

(%, a) deve pertencer a reta ax — y = 0O, entao:

a-%—a=0:a2—3a=0=>a=00u a=3

Obs.: Para a = 0O, o ponto de intersecao € (0, O). As trés retas sao:
y = x (bissetriz by3); y = —x (bissetriz by,) € y = 0O (eixo x).

Para a = 3, o ponto de intersecao € (1, 3). As trés retas sao:
X—y+2=0,x+ty—4=0e 3x—-y=0

Consideremos os sistemas de retas, tomadas duas a duas:

s:3x+2y=5 _ _
{t:x+2y=—5:>x_56y_ °
r:x—2y=—m=>x:—m+5e :5+3m
s:3x+2y=5 4 y 8
r:x—2y=—m:>)(:—m—5e _-5+m
ttx+2y=-5 2 y 4

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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As trés intersecdes obtidas, sendo vértices de um triangulo, nao
podem ser colineares, entao:

5 -5 1
5—-m 3m+5 1
-m—5 m-5 1
2 4
2
—, 5(m +15)+5(m +15)+2m +30m¢0:>

8 4 16
= m?+30m+225#0 = m# —15

ba 3a P Pertence aretay = 3x.
A Portanto, P(a, 3a).
Qlb, ~b) Q pertence aretay = —x.

Portanto, Q(b, —b).
Como A(—2, 4) é ponto médio de PQ, entao:

=210 a4
4=3a2_IO —~3a-b=8 (2
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:a =1 e b = —5.

Portanto, os pontos sao P(1, 3) e Q(—5, 5).

\Y Apertencearetay = 2x — 2; A(a, 2a — 2).

Bpertencearetay= —x—3;B(b, —b — 3).
Como P é ponto médio de AB, entao:
a+b

2
_2a—2-b-3
B 2

3= = a+b=6 (1)

0 = 2a-b=5(2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos:
IEERNN (&E) (1 _E)
a= 3 eb—s,deondevemA 3 3 e B 33 )
Para determinar a resposta procurada, podemos considerar
quaisquer dois pontos entre A, P e B.
Aequacdodareta é: 8 —y — 24 = 0.

7 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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75. Aretar: 2x —y + 3 — 0 pode ser escritay = 2x + 3.
O ponto M pertence a r. Entao, M(a, 2a + 3).
O ponto B pertence a bissetriz b,,. Entdo B(b, —b).
Como M é ponto médio de AB, temos:

a=215 _ 05 _p=-5()
2a+3=# = 4a+b=-2(2)
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:
a= % e b=-4

Entao, o ponto procurado € B(—4, 4).

76. r3x—y=0=ry=3x
Cer = C(a, 3a)

s:x—2y+4=0:y=i+2

2
b

BEs:>Bb,3+2
Considerando £ = i, temos:

CB 2
X3 —X1 1 a+1:i Ch
x2—x3_2:>b—a 2=>3a b 2 (1)
Ys—vi 1, _3a-6 _ 1 _ 48 —b=281(2)
y2=Y¥s 2 b o 33 2

2

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), resulta: a = 2e b = 8.
Portanto, o ponto procurado é B(8, 6).

78. l. A(Xa, 0)
II. B(xg, Xg)
MmAe(AC):x+y—4=0
Portanto, xa + 0 —4 =0 = x, =4 = A4, 0).

IV.BE(gé):2x—3y+7=O
2 — 3xg + 7 =0
xg=7=B(7,7)

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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e lV.
C é ponto de intersecao de AC e BC.
Xc Tyc=4
{C Yo S xc=1e€y=3= Cd 3)
2XC — 3yc = -7

Assim, temos:

dAB:\/5_8;dBC:\/§:2\/E (S dAC:\/l_st\ji
Portanto, o perimetro do AABC é: V58 + 2V13 + 3v2.

79. {2x—y—7:O = A2, —-3)
4 —y—11=0
{2x—y—7:O ~ B, -5)
10x — 3y — 25 =0

{4x—y—11=0 - (4, 5)

10x —3y — 25 =0
DeBC:10x — 3y —25=0eD

tem a mesma abscissa que P.

Portanto, paraxp = 2 = yp = —%.

P(2,y) étal que yp <y <yp eda|’—3<y<—§.

88. S = df\B + df\o + déo deve ser minima.

yi

<y

3

S=(x3 —2xxg + xg + 4) + (3 + 1)+ (x5 +9) (1)

Considerando a condicao de alinhamento dos pontos A, B e P,

temos:
XB = 3XA - 14 (2)
Substituindo (2) em (1):

\y

2 3 B(XB’ 3)
S = 14x3 — 140x, + 406. /\
S é minima para X,y = —b _ 5. 1 Alx, 1)
2a
Portanto, em (2), xg = 1. 0(0, 0) P(7, 0) x

Assim: A(5, 1) e B(L, 3).

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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91.

93.

94.

(2x + 3y — 15) + k(bx — 2y +29) =0
Desenvolvemos e agrupamos os termos semelhantes:
(2 + B5k)x + (3 — 2K)y + 29k — 15 = 0.

Como queremos a reta que passa pela origem, 29k — 15 =0 =

_15
:k—zg.

Substituindo k na equacao original, vem 7x + 3y = 0.

3X—2y—6+kx+2y—2)=0 (1)
X—=3y+4+4€2x+3y+1)=0 (2)
Determinemos o centro do feixe (1):
k=0 = 3x—2y—6=0} = (2,0)
k=1 =x—-2=0

Determinemos o centro do feixe (2):

€=O:3x—3y+4=0}:(_1,i)
=1 =>x+1=0 3

Determinando a reta que passa pelos pontos obtidos, estaremos
obtendo a reta comum aos dois feixes:

2 0 1
-1 1 4|=0=x+9—-2=0

3
x y 1
feixe (1):
ki =0 = 2x+3y—8=0}:>A( 3 '10+8m>;m¢_2
ky=1= 2+mx—-3=0 2+m’3(2+m)
feixe (2):
k2=0:>4x+3y+25=0}:>B(_4’_3)
kb =1 = 6x+24=0
feixe (3):
k3=O:>mx+my+1=0}=>o<_iyo);m¢o
ks=1 = (M—-4)y=0 m

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Os pontos A, B, C, centros dos feixes, devem pertencer a mesma
reta. Pela condicédo de alinhamento, temos:

3 10 + 8m
2+m 3(2+m) 7
—4 -3 1=O:>m=1oum=—§
1 o 1
m

24+Fmx+@B3+2my—-1=0
m=0=2x+3y—1=0

}:>P(2,—1)
-2 =>y+1=0

m

Substituindo P(2, —1) na equacao do feixe, vem:
24+Fm-2+@+2m)(—-1)—-1=4+2m -3 -2m -1 =0,
vm e R

M2+6m+3)x—(2m2+ 18m+2)y —3m+2 =0

m=0=3x—-2y+2=0 }:>P<—:L,—%>
m=1 = 10x—22y —1=0

Substituindo P(—l, —%) na equacao do feixe, vem:

(M2 + 6m + 3)(—1) — (2m2 + 18m + 2)(—%) —3m+2=

=—-m2-6m—-3+m2+9m+1—-3m +2=0, VmeER.

Verificamos, inicialmente, que A € re A & s.
Sejar:3x — 4y +c' =0, talquer //re Aer'.
Entdo, r': 3x — 4y — 11 = 0.

Sejas':bx + 6y +c¢'" =0,talques' /s e AEes'.
Entdo, s': bx + 6y — 12 = 0.

tgx=tgy > x=y+km > x—-y—kr=0,ke”Z
Nessa equacao, o unico coeficiente variavel € ki, 0 que significa que
ela é a equacao de um feixe de paralelas.

sen(x—y)=0 > x—-y=kn(ke”Z) =

=> x—y—kr=0(keEZ2)

é a equacao de um feixe de paralelas, considerando que os coefi-
cientes a e b sdo fixos, variando apenas ¢ = —km (k € Z).
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X+ 2
10

109. x=10t -2 = t=
= - Y
y=3t = t 3

= 3x — 10y + 6 = O (forma geral) =
= 3x— 10y = -6 =

=X 4 % = 1 (forma segmentaria)

_2 3
5
110. 3t+1:x=>t=%
r: _5 = —2x—3y+17=0 (1)
ot+5=y = t=L—2
—2
X+ 2

2u—2=Xx = u=
S: =>x—2y+16 =0 (2)
7T+u=y = u=y—-7

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem (=2, 7).

111, r: +_L2=1:y=3x—2

00|M|><

x=t—-1 = t=x+1
S: =>y=3x+1
y=3t—-2 = t:%

Portanto, r e s sao paralelas e distintas.

114. A reta tem equagao segmentaria RISV A 1, em que p € g sao
variaveis. P g
o 1 1 1 pk
Por hipétese, — + —=— = q=———(p # 0 e p # k).
p D q K q bk (P p )

Substituindo g na equacao da reta, vem:
X y _ p—k _
> + oK 1 = x+ K y = p.

p— Kk
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Fazendop = 1 = r:x+<1;k)y=1 1)

Fazendop =2 = s:x+(2;k>y=2 (2)

Resolvendo o sistema formado pelas retas r e s, vem P(k, k).

As retas r e s sdo concorrentes no ponto P(k, k), fixo, no plano

cartesiano, pois:

p—k
Kk

k + -k =p, VpER* p+#k.

o\ V[NeR[IB — Teoria angular

118. B(-2, 12) M é ponto médio de BC:
xy=21 e yy=9 = M, 9)
§ L _wi-w 12
AM XM — XA 6 ’
C(4, 6)
A(-5, —3)
131. 7 Inicialmente calculamos:
oo .3 g1
NT 2 P 4
3@ passa por P e é paralela a MN.
y—1=%(x—5) = 3x—-2y—13=0 (1)

lVTQ passa por M e € paralela a NP.

y_5:_%(x—3):>x+4y—2320 2)

Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: Q(7, 4).
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132. A=3,4)&r e A(—3,4)&s
r2x+y—-3=0 =>m,=-2

Six+ty—2=0=mg=-1

Seja AB // s. Entdo, (AB):y — 4 = —1(x + 3) = x +y — 1 = 0.

xX+y—1=0

x+y-3=0 — B2

BEA_I?;ﬂr:{

Seja AD // r. Entdo (AD):y — 4 = —2(x + 3) = 2x +y + 2 = 0.

2x +y+2=0

DEADOS:>{X+y_2:O

= D(—4, 6)

ComoB &r e D &€ s, entdo necessariamente C €r N s.

{2x+y—3=0 = C(1, 1)

xX+ty—2=0

Portanto: B(2, —1), C(1, 1) e D(—4, 6).

x—y=1,sex=y (1)

133. |X—y|=1@{_x+y:1,sex<y (2)

)x—-y—1=0

} = sao retas paralelas.
2)x—y+1=0

_3-0_3 __2
145. mm—z_o—z = m = 3
2
ry— :—?(x—2)=>r:2x+3y—13:0
1
148. mr=2,sJ_r:>mS=—?
1
Peg:>s:y—1:—?(x+2)=>s:x+2y=O

Obtendo a intersecao das retas r e s, vem:

{x+2y=0 = (8, —4)

2x —y =20
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150. r m=1,slr => mg=-1
P, 3) PEs =siy—-3=-1x—-2) =
= s:y=-—x+5
M Merﬂs:{yzx_s = M(4, 1)
y=-x+5
P M é ponto médio de PP' = P'(6, —1).
151. A(1,0) = (AB:2x+y—2=0 = mpg = —2
B(O, 2)
sl AB = ms = >
Como 0(0,0) e s = s:y—0=%(x—0) = s:ix—2y=0.
= 2Xx +y =2 4 2 )
MEABNs = —_ =
{x—2y=0 = M(s’ 5
. P .p(8 4
Como M é ponto médio de OP, vem: P =75 )
153. 17 Seja P € r N by,.
\‘P o _
{2x+3y 7=0 o P-7.T)
x+y=0
Q,- Consideremos a bissetriz byz L boy.
Q\.\ NN »x  SejaQ EbyzNr.
X r
SN 2x+3y—7=0 7 7
b b L L
noh, P {y=x :>Q(5,5)
A origem 0O(0, 0O) é ponto médio de QQ', Q' € bys.
- *+ Xg
_5 __I_ (L _T
0=—% =% =5 %= Q( 5’ 5)
Entao, ’P_Q' = r', simétrica de r em relacoes a bo,.
-7 7 1
7 7
L 1| = =
5 5 0= 3&x+2y+7=0
X y 1
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154.

155.

by ME rN's

rn3x+2y—6=0 M(
s:2x —3y+2=0

c) M é ponto médio de PQ:
13 2 13
18 _2+y _ 10
3 2

T

d) P é ponto médio de MR:

14
= t X
_ 13 _ 38
2— ) :>X—E
18
~ 13 _ 34
2= TV 43
34

Ret //r=>ty—7%5=—

13

r3x+2y—6=0 :>mr=—%

a)sJ_r:>ms=?
2
PEs:>s:y—2=?(x—2):>

= s:2x—3y+2=0

14 18
137 13

2 10
:Q<13’§>

3 38 . _ _
E(X §>:>t.3x+2y 14 =0

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

r x—6y+12 =20

r intercepta o eixo y no ponto P(O, 2).

r intercepta o eixo x no ponto R(—12, 0).

a) P' (0, —2) é simétrico de P em relacao ao eixo x.

RP' = r' é simétrica de r em relagao ao eixo x.

-12 0 1
0 2 1|=0=r:x+6y+12=0
X y 1

b) R' (12, 0) é simétrico de R em relacao ao eixo y.
PR' = r" é simétrica de r em relacao ao eixo y.

o 2 1
12 0 1|=0=r":x+6y—12=0
x y 1

C) s:x+ty—9=0 = mg=-1

SejaT(0,9) esesejatls,comTeEt.

ty—-9=1-x—-0) > tix—y+9=0

tx—y+9=0 42 g)
5

= Al—

Aetﬂr=>{ —_,
rx—6y+12=0 5

Sendo T ponto médio de AB, B € r", vem:

42
T X 42
O—T:x—?
:>B££)
§+y 5’ 5
9= :y=8—7
2 5

Sendo M(6, 3) €r N s, entao MB = "

6 3 1

42 87 _ v — —

??1—0=>r.6xy330
y 1

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

157.

158.

1%) equacao de h, tal que h, L BC por A

chz_Aj—:—i = mha::I.

Aeh, > y+1=1x—2) = x—y—3=0(hy
2%) equacao de hy, tal que h, L AC por B

1

3

3
M =—7 =73 = M =

B € h, :y—3=%(x—0) = X — 3y +9=0(hy)

3%) equacao de h, tal que h, L AB por C

4
mAB:__2:_2 = Mpe =%
C € h, :>y—2=%(x—1) = x—2y+ 3 =0(h)

4%) {H} € h, N hy N h,

{ha:x—y—3=0

= H(9, 6)
hpy:x—3y+9=0

HEhe=9—-2-6+3=0()

YA B 12) equacdo da reta CD tal que CD L AB
mAB::L = mCD:_l
<< (ED)y-2=-1x +1) =
\\,’DA - :>X+y_1:O
* 2% (D} =CD N AB
ool
X =y 2’2
. dag - dep
3%) SABC:T

dag = V42 + 42 = 42
/_12 ~3\2 10 = Spac = V20
o= (5] (=) -2

2 2

2
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. dgp - dep
4%) | Sgep = 5
oo = (5] + (3 = %2 5
BD 2 2 2 oN20
= Sgep = -8
N
dCD = 2

Seec _ V20 8

Secp 920 9

8

Obs.: Como dgp € comum aos dois triangulos, bastaria fazer a razao
entre dag € dgp para obter a razao entre as areas.

5%)

1.53){r:2x+y—120 = A(=1, 1)
s:x—y—2=0
2%Hehy Lr
1
m=-2 = My, = 5
1
y—-0=—x+1) =
2
= x—2y+1=0(hy)
{B}:hlms
= B(5, 3)

{hl:x—2y+1=0
s:x—y—2=0

3FH HeEh, Lssmg=1 = m,, =-1
y—-0=-1x+1) = x+y+1=0¢(hy

{C}=hzﬂr=>{h2:x+y+1zo = C(2, —3)
r2x+y—1=0

4%) t = BC

5 3 1

2 -3 1|=0=2x—-y—-7=0

X y 1
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161. 1‘3‘)AE7A_C'=reA(O,y):>7-O+y—3=0:>
=y=3 = A0, 3)

2@)EeE=reE(x,—%):?x—%—3=0:>
:>x=i:>E(i —i)
2 2’ 2
3%) E é ponto médio de AC:
i Xc+o X —
5> = > = X =1
C(1, —4)
1 Y. +3 o =
5 = 5 = Yc= -4
— e ] 1
4%) BD L A =r,mr=—7:>mBD=7

5%) B € eixo x; B(x, 0)
B BD = B4, 0)
6?%) E é ponto médio de BD:

1 v 40 = D(-3, —1)
23 TWhT

A0, 3); B(4, 0); C(1, —4); D(-3, —1)

164. 1°) Sendo BC = m - AB, temos: y
Xc— Xg = M(Xg — Xp) € B(0, b)
Yc — Yg = M(Yg — Ya) Clxc, ye)
e dai -
X~ 0=m0-a) e Ao 0
yc— b=m(b — 0)
entdo, xc = —ma e yc = (m + 1)b.
2°) As coordenadas do ponto M, médio de AC, sao
XM:a+(—ma):(1—m)a e yM:O+(m+1)b:(m+1)b_

2 2 2 2
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0 __b _a
39) Mag = a e tLAB = my b
., m+1)p_a( (1L—-—ma
Met = tiy s —b(x R a— )
e dai vem:

t: 2ax — 2by + b%(1 + m) — a%(1 — m) = 0.

165. dAB:b—a=£:> b:15—+2a (1)
2 2
reta(fﬁ):3x+(a—3)y—3a=0 = mﬁ:%
Bp 3
reta (BP): 3x + (b — 3)y —3b =0 = M = 3¢

Como as retas AP e BP sao perpendiculares, vem:

mﬁ:—mi@:ab+3(a+b)+18=o (2)

Substituindo (1) em (2), temos:

aizi: bi=9
222 +3a-9=0 = 2

_ b, — 9
d=-3 = 2—2

Caso (1), alz% e b=9, vem:
(Kﬁ):2x—y—3=0 e (@):x+2y—9=0
Caso (2),a, = -3 € bzz%, vem

166. " 1) ABLx e x,=3 = xz =3 = B(3,0)
N 2)m=2eACLr = mg= —%
3G AeiC o Ay -1=-L(x-3
- M \M > X = y - 2 (X )
o/l . B —
g e dai (AC)x + 2y =5 =0
3) Céaintersecao de r com AC, entao:
p {rﬁ’,: 2x - C(1, 2)
. (AC)x+2y —-5=0
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167.

4) M é ponto médio de OA:

0+ 3 3
X\ = Xy = =
M ) = M ) M(gi
o0+l oy 7 22

2 2
5) N é ponto médio de BC:
XN=3—51:>XN=2

= N2, 1)

YN=0;2:YN=1

6) Determinemos os coeficientes angulares de BC e MN:
Ye=Y¥s 2-0

mB_é:XC_XB_j._:S:_l
-1 = MN L BC
m_:YN_YM: 2:1
N Xy — xu 2_&
2

a) 1) Determinemos as retas AB, BC e AC e seus respectivos
coeficientes angulares.

1 4 1 1
(AB):|-3 6 1 =0 = x+2y-9=0=mp=—>

x y 1

-3 6 1 4
BS):| o 2 1 —0 = & +3-6=0=mg=—7

x y 1

1 4 1
(AC):|0 2 1|=0=>2x-y+2=0 = mg =2

x y 1
2) Vamos determinar ry, r, € 1, tais que:
PEraeraJ_B_(f;PErbeer_A_(f;PErcech_ﬁ.
ra:y—GZ%(x—O):>3x—4y+24=O

1
rb:y—6=—?(x—0):>x+2y—12=0
ry—6=2x—-0) = 2x—-y+6=0
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3) Vamos determinar os pés das perpendiculares:

_ == 3x — 4y +24 =0 (48 114)
R}=r, NBC= _ p(-48 114
/= {4x+3y—6=0 25" 25

{S}zrbmA_(:’:{X+2y_12:O=>s<§ E)

2X—y+2=0 5" 5
{T}Ircﬂﬁ:{zx_y+6:o:>T(—i,£>
x+2y—9=0 5’ 5

b) Para provar que R, Se T sao colinearei, podemos fixar a reta
determinada por Se T e provar que R € ST.

(8T):2x — 11y + 54 =0

48 114 _ =
2’<—2—5>—11'<?>+54—0 = ReST

168. v . a) [x2+y2=1
X = cos f
/73 y = sen a
C{ PqA ! xa + senfa =1 = x4 = COS
5 >  cos?B+ya=1 = yg =senp

Entdo, temos:
_1° A(cos a, sen a); B(cos 3, sen B)
C(—cos «, sen a); D(cos B, —sen B)

b) M é ponto médio de AB:

XM:COSa+COSB

2 :M(COSOL'FCOSB sena+sen[3>
_sena + senf 2 ’ 2
v =——-—o——"=
2
cos B sen a 1
reta PM: COS o + cOS 3 sena;rsenB 1l=0=
X y 1
- Sena—SenB‘x_'_COSOL—COSB‘y_i_
2 2
Jrs;enB-cos[?);sena-cosa -0
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csen 2B . os 2B
o mmz_sena—senB:2 sen > cos 7 _
PM cosa—cosB , a—B _ atP
2 2
— atp
= cotg = . .
o+ o—
me — Sena tsenP _ 2 - sen 2 3 _
® Tcospocosa 5 gatB . oqaB
8 2 2
& 2
mm-m(ﬁ:—cotgagﬁ-tga;p’:—l:I5_I\7ILEZ_I5

169. Sem perder a generalidade, vamos colocar os dados AB e AD
respectivamente sobre os eixos Ox e Oy e o ponto A na origem do

sistema.
i 1) reta PD:
p 0 1
b, b) 0O b 1/=0=
D(0, b) x y 1
F
E = bx+py—pb=0
_—=b
. i
A(0, 0) B(b, 0) P(p,0) X
2) reta BC:x=b

3) {E}=‘@n‘ﬁ;;{bx+py—pb=0:55<b, b(p—b))

x=Db p

4)retaKE:
0 0 1

—b(pp_b) 1{=0= (p—bx—py=0
X y 1
5)retaﬁ3:
p O 1
b b 1/=0=bx+(p—b)y—pb=0
x y 1
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e){ﬂ=ﬁm%:{(p‘b)x‘py=0 -
bx + (p — b)y — pb =0
p%b pb(p — b)
:F<p2—pb+b2’p2—pb+b2>
7) Temos:
meg = — 2
PD p
m_=YF—yB= bp(p —b) p2 — pb + b2 _
BF Xe—xg p?—pb+Db? p%b— b(p?— pb + b?)
_bpep—=b) _p
b2(p—b) b
mPD MBE <_R><%>:_1$ PDJ_<B_F>

174. A3,0) e B(10,1) = mz =%

A(3,O)eM(6,k):>mA~=%
1_k
tg 45° = 1 = |—~ 3k :>k=—%ouk:4
1
1+7°3
175. v c
meo=_—2+1_
™8T 22
Al Bx1
7 %  54V3-4
B A
t ﬂ=‘g‘=l :ﬂ=3—w( ois A é obtuso)
g 1+0-1 5 P
e —0 o-Y3+1
s " 5 _ V3+3 | | V3| V3
B: — tgB = S A2 R E
N3+1 3 +1 3 3
M = 3 1+ 2=
3+3 V3 +3
entéo:§=%.
. A_—~_A_R A _T
Portanto:C=wm—-A—-B = C 12
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179. Wt

183. 1°) Verificamos que A& r e A& s,
pois suas coordenadas nao satisfazem
as equacoes dadas. Suponhamos que s
r contém a altura h, e s contém a D
bissetriz s, do triangulo ABC, conforme
indica a figura.

2°) Equacao da reta AC:

3

m=-"e

4

Como r e s sao coplanares, a < B,
entéo o + B = .

Yool 3, . A reta t forma com r um angulo
. A i
@B ouseja, umanguloy = —.
2 2
i Os angulos formados pelas retas t
T e s sdo:

\ 812%—0L e 82=%+a.

4

A_CJ_r=>mE=—§

AE/TC=>y—4:—%(x+2) = (AC)ax+3y—4=0

3°) Vértice C, intersecado de AC com s:

{4x+3y—4:o(K(’:)

=>x=-5ey=8 = C(—5,8)

2x —y + 18 = 0 (s)

4°) Equacao da reta BC:
s é bissetriz, entdo ACD = DCB e dai:

=

PN PN mAC—mCD| Mpc — Mcg |
tg ACD = tg DCB = =
& & ‘1+mACmCD| ‘1+moo‘mcs|
4
-—]-2
( 3) | _2— mcs _
_1+2'mCB:mCB_O

L

4
_?>.2

CEBC=>y-8=0%x+5) = (BC)ly—8=0
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5°) Vértice B, intersecao de BC com r:

{y—8=0(@)

=>x=-9 e y=8 = B(—9,8)
3x —4y + 59 =0 ()

6°) Equacao da reta AB:
1

=0= (AB)ax+7y—-20=0

O N X

y
4 1
8 1

1) Consideremos o AOAB retangulo e suponhamos A(a, O) e B(O, b)

coma = b.
— v C
2) Equacao da reta AD:

Mg = —% e AD LAB =
B(0, b)

4

a

:>m,ﬁ=F

<Y

AEA_I5=>y—O=%(x—a): 0 Afa, 0)
:(ﬁ)ax—by—a2=0.

3) Equacdo da reta BD:
b

_ _ —— —mgp
Mz — Mg | BD

B a
1+mA§'m'B_I5| 1_£
a

ABD = 45° = tg ABD =
. m‘—lj

e dai mgg = a_b (outra possibilidade deve ser descartada, pois

a+b
mzg > 0)
== _a—b
BeBD = vy b_a+b(x 0) =

= (BD)(@a—b)x—(a+hby+bla+b)=0

4) Coordenadas de D, intersecao de AD com BD:
{(Z\_Ij)ax—by=a2

(BD) (@ — b)x — (@ + bly = —b(a + b)
edaix=a+b ey=a.
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185.

5) Coordenadas de E, médio de BD:

~O0O+(@+b) _a+b _b+a
ST T e YET T
e assim OE = by3.
v Vamos supor:
C(b, C) A = (Ov O)
DO, 9 B =(b,0)
E
C=(b,c)
F D=(0,c)
A0, 0) B, 0) X
(A_E) 1 (?) e (‘C_IE) 1L (hf)) Entdo, sendo mag = -

b ’
MiE = Mg = % ou seja, AE/CF (1)
Determinemos os pontos E e F:

Por determinante: (B_Ii) cx + by — bc = 0.

{E}=AENBD
(Klf):y—0=mﬁ(x—0):(ﬁ)bx—cy=0
Fazendo a intersecao das retas, vem: E bc? b%c .
' b2 + ¢2’ b? + c?
{F} =CF N BD
(E)_I-:):y—czmc—F(x—b):>(E)_I-:)bx—cy+02—b220
Fazendo a | 30 das ret (2 c’
azendo a intersecao das retas, vem: <b2+c2'b2+02)'
Entao:
_b%
M= — b2 + ¢2 _
CE b02 _b b3
b2 + ¢2 o o
5 = mg =mzg = CE / AF (2)
c
e — b2+c2_O:C_3
F b3 b3
o7 +cZ  ©

De (1) e (2) vem: AECF é paralelogramo.
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Os pontos B(0, y), C(1, 2) e A(x, O) sao colineares, entao:

a) 1) |0 y 1 o
1 2 :L=0:>2x+(:|.—x)y=0:>y=x_1
x 0 1
2x \2 x\x2 — 2x + 5
= 2 =22 e~
2 ¢ (x—l) (=X x—1
b) Parax=2 = y=4 = A2, 0) e B(0, 4)
2-0
mOC—1_0—2
m—g:—2=>m5§:%
1
2

VKoMl — Distancia de ponto a reta

193.

194.

Temos mzg = Mgp = % entdo AB e CD sao bases.

Determinemos, por exemplo, a reta r suporte do lado CD.

-9 0 1
2 1|=0=x—-7y+9=0
x y 1

g | =D T3 9 | 202
A ep V1 + 49 10

Calculemos a distancia de P(0, O) a reta r:
_95
N1+ 4

Essa distancia é o lado do quadrado.

dp,r =

Area = (2 = Area =5
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197. SejaPenrny=2x+1 = P(x, 2x + 1).

~ (3 —2yp + 1|
e, o, =22 |-
3x—2(x+1)+1‘
dp s = =2 = x=-1+2V13
P, s 1—13

Parax=—1+2V13 = y=—1+ 4V13=P(—1+2V13; -1 + 4V13).
Parax=—1-2V13 = y= -1 - 4V13=P(-1—2V13; -1 — 4V13).

3 4
200. mrz—T:ms=?,emquesJ_r
Entéo,s:y—y():%(x—xo)=>4x—3y—4x0+3y0=0:

= 4x -3y +c=0(s)

. |4-2—-3-0+c|
Assim, dp ¢ = Vi6 1o =4.
8+¢c

=4 = ¢=12 ou ¢ = —28edai

5
s:4x — 3y +12=0 ous:4x — 3y — 28 = 0.

212. Aintersecaodaretar:x +y — 2 = 0 com o eixo x € o ponto B(2, 0).
Como C pertence a reta r, entao C(x, —x + 2).
o -1 1
Dagc = |2 0 1]=-3x+ 6
X —x+2 1

Seja%|DABC|:12 = |-3x+6|=24 = x=-60ux=10

Sendox = —6,vemy =8 = C(—6, 8).
Sendo x = 10,vemy = —8 = (C(10, —8).

213. SendoC € (n)y = x + 1, entao C(x, x + 1).

Sendo A(1, 0), entdo mxs = % -2 = x=3.
Portanto, C(3, 4).
1 0 1
Entéo, DABC =|-1 0 1|= -8
34 1
1 1
S = > |Dagc| :7|—8| =4
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214. I. Temos A(3, —2), B(4, —1) e C(a, b); entao:
3 -2 1
DABC:4_ll:_a+b+5
a b 1
S=2= |Dpgc|=4 =|-a+b+5=4 (1

7+a —-3+b
3 7 3

Il. O baricentro do triangulo ABC é G( ) e esta na

reta 2x — y + 3 = 0; entao:

2(7;"") —_33+b+3=Oeda|’2a—b+26=O(2)

lll. Resolvendo o sistema (1) e (2), vem:
(@a=—-27 e b=-28) ou (a=—-35 e b =-44).

Portanto: C(—27, —28) ou C(—35, —44).

0 3 1
215. retaBC:|-1 0 1|=0=3x-y+3=0=>
y 1

>

:MEB_G:M(X,3X+3)

1
Samc = & |DAMC|
2

2 1 1 =>SAMC:|4X+4|
Dae=| X 3x+3 1|=8x+8
-1 0 1

1
Same = > |Dams|

2 1 1 iSAMB:|4X|
Davg=| X 3x+3 1|=8x
0 3 1
SAMC:l=>|4X+4|:£:X:_iOU X:_i
S 4 laxI 4 5 3
__ 4 _3 4 3
Sendo x = 5'Y= 5 =>'V|( 5.5>-
-4 4
Sendox = —=,y = 1:>'V|( 3" 1)-
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217.

218.

219.

Vamos supor A = (0, 0),B =(a,0)e C = (b, ¢), entdo M = (% O).
Temos:
0 0 1
a ac '}
Davc=|%5 0 1 == c
b ¢ 1
a 0 1
a ac
Demc = ) 0 1= o
b ¢ 1 , . -
Al T m B X
entao:
ac

Samc = Semc =

Vamos supor A = (0, 0), B = (a, 0) e C = (b, ¢); entao, temos:

_(a _[(a+b c
M_<2’0>'N_< 2 '2>e vA
(b ¢ C
P=(35)
0 0 1 . "
Dagc =| @ 0 1j=ac
b c 1
a o 1 A M B X
2
a+b ¢ ac
DMNP: 2 ? 1 :T
b ¢ 4
2 2
entao: SABC:%:ZL'%:AI"SMNP-
2 3
mr=?esir:ms=—7
- . 3
Aequacdodes €y —yo = — & (x = xo)
3Xx+2y — (¥ + 3%) =0 = 3x+2y—c=0
%,—/
c
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y =X c ¢
sNb Al= =
13:{3X+2y_020$ (5 5)
y =X
S Nboy = = B(c, —¢c
24 {3x+2y—c=0 ( )
Song = = -
oas = 7 |Dons| = 20
0 0 1
c c 2c¢2 (=
Poe= |5 5 M~ B
c —c¢c 1
2
:SOABZ%—%ZZOéc:iio

Portanto: s: 3x + 2y — 10 =0 ou s:3x + 2y + 10 = 0.

220. y, 1) area do AOAB = w _ %b
B, b) area do AOAB = 2, vem ab = 4.

----- 2) pela condicao de alinhamento dos
pontos AP e B, vem:

A(O,g) 0 b 1
0(0, 0) X a 0 1|=0=ab=a+b
1 1 1

3) Comoab =4 e a+ b =4, ae b sao as raizes da equacao
a2 —4a+4=0 = a=2,0useja,a=>b=2.

o 2 1
4) retaprocurada:| 2 0 1|=0=x+y—-2=0
x y 1
221. yA 1) r, na forma paramétrica
6 X=—2+NA\
y=2+ 2\

A1, 3) . deve ser transformada para a forma geral:
r:2x—y+ 6=0.

R(-2, 2)

L/

ra

2) forma geral da reta r que passa pelo
pontoA(1,3) > y—-3=mix—1) =
=S Nmx—y+3—-m=0

<Y
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mx—y+3-m=0 -
3) Seja{P}:rﬂrl:{ y = P(m 1,2)

y=2
) mx—y+3—m=0 m+3 8m—6
SeJa{Q}:m'r2:{2x—eres=o m—2 m-2

4) A deve ser o ponto médio de PQ, pois A € PQ e dyp = daq; entao:

m-—1 m+ 3 8m — 6
+ 2+ —-
m m-—2 m-—2
=1le —=3
2
~ - 1 ~
A solucao para essas duas equacoes € m = —5 e entao

ry—-3= —%(X—l)ou aindar:x+2y—7=0.
1
5) Param = > temos P(3, 2) e Q(—1, 4).

Aintersecao dery e ry € R(—2, 2).
321

DPQR: -1 4 1210:>SPQR:5
-2 21

240. Estabelecemos as equacoes das bissetrizes:
4x + 3y + 6x +8y +1
V16 +9 ~ V36 + 64

t1:14x+14y+1=0

8x+6yi(6x+8y+1)=0:>{
h:2x—2y—1=0

Sendo r: 4x + 3y = 0, entao P(0, 0) € r.

Calculemos as distancias de P € r as bissetrizes t; e t5:

G = ~ 28

4 _|220-2-0-1] V2
"l V22y2z | 4

Portanto, t;: 14x + 14y + 1 = 0 é a bissetriz do angulo agudo.

14-o+14~o+1‘ V2

2 2 -
V142 + 14 = oy, < oy,
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241. As equacoes das bissetrizes sao:
33X+ 4y +1 + X —4y -1

N32+42 T 3242

3x+4y+1i(3x—4y—1):0=>{

ti:x=0

1y d4y+1=0
Tomemos P(1, —1) € r.

Calculando as distancias dp ¢, € dp,1,, vem:

4. = 1-1 —‘i‘—l
G el i I L
; _‘4(—1)+1‘_ 3| 3| 7%= %u
ST BPZR T R
Entao, a bissetriz do angulo agudo é t,: 4y + 1 = 0.
243. (5, —4) 1) retas:
6 3 1
AB:|1 1 1|=0=2x-5y+3=0
B(1, 1) x vy 1
BC:|1 1 1(=0=5x+4y—-9=0
X y 1

2) bissetrizes:
2x — by + 3 Jr5x+4y—9:O

Va+25 = 25+ 16
ty: (2V41 + 5V29)x + (—5V41 + 4V29)y + (3V41 — 9v29) = 0
ty: (2V41 — 5V29)x + (—5V41 — 4V29)y + (341 + 9v29) = 0
3) SejaE, = (2V41 + 5V29)x + (—5V41 + 4V29)y + (3V41 — 9V29)

Calculando E4; nos pontos A e C, vem:

E4(A) = 33V29
E4(C) = 33V41

Como E4(A) e E4(C) tém sinais iguais, A e C estdo no mesmo semi-
plano em relacao a t,.

Portanto, t,: (241 — 5V29)x — (5V41 + 4V29)y + (3V41 +
+ 9V29) = 0 é a bissetriz interna do triangulo ABC, por B.
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244, 1) retas PM e PN

-5

PM:| O
X

-2

PN:| ©
X

0]
y

R R R

B

1

2) bissetrizes:

=0 = 2x+5y=0

=0 =5x+2y=0

2x+5y+5x+2y_ tix+y=0
Va+25 ~N25+4 tyx—y=0
E;(M)= —3
3) SendoE;=x+y=0=
E4(N) =3

Como E4(M) e E4(N) tém sinais contrarios, t1: X + y = O é bissetriz
interna, por P, do triangulo MNP.

-—

MN N tl:

-5 2 1
4) retaMN:| -2 5 1|=0 = x—y+7=0
x y 1
X—y+7=0 Q( 7 7)
= -, =
x+y=0 22

5) deQ:/<

245.

{

(Lo -2

2

2 2

0 incentro I, centro da circunferéncia ins-
crita no triangulo, é o ponto de intersecao
das bissetrizes internas do triangulo.

1) retas:
4 -2 1

BC: |1 1|=0=4x+3y—10=0
X y 1
4 -2 1

AB:|1 -2 1|=0=y+2=0
X y 1
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. ) 4x+3y—10 L y+ 2
2) bissetrizes: s =
) V16 + 9 V12
tix+2y=0
1 2x—y—10=0

0=

. Ex(A)= —6
3) SejaE, =2x—y—-—10=0= =
E5(C) = —10
= t;: x + 2y = O é a bissetriz interna.

1 21
4) retaAC:|1 —2 1|=0=x-1=0
X y 1
reta<B_C':4x+3y—10=O
x—1 ,4x+3y—10 _

5) bissetrizes: *
V1 V16 + 9

0=

t3:3x+y—5=0

{t4:x—3y+5=O

Es(A) = —4

Es(B) =5

= t3: 3x + y — 5= 0 € a bissetriz interna.
XxX+2y=0

7) incentro = {I} = t4 N ta3: {3)( ty=5 =12, -1)

6) SejaE;=3x+y—5 :>{

1) Por determinante, obtemos as equacdes das retas suportes dos
lados AB, BC e AC.

AB:5x — 12y — 21 =0
AC:15x — 8y +21 =0
BC:Bx + 2y —49 =0
2) Vamos determinar as bissetrizes de A:
5x —12y —21  15x — 8y +21
Vo5 +144 = 225+64
11 :70x — 77y — 21 =0
t: 11x + 10y + 63 =0
Fazendo E = 11x + 10y + 63, calculamos E(B) e E(C):
E(B) =182 >0
E(C) =238 >0

= t;: 70x — 77y — 21 = 0 € a bissetriz interna.
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3) {S} =t, N BC
{70x ~77y—21=0 (763 665)

5x + 2y —49 =0 105’ 105

763  315)\? 665 315)? 14N 221
4) dAS = + + + =
105 105 105 105 15

o .\IS[Xe A — Circunferéncias

256.

257.

259.

261.

D E 35
’ + ’ B B B 7 - <__7 __> - (_’ _)
X +y 3x — by 0=2C oA oA >

O ponto C4(x4, y1), sSimétrico de C em relagao ao eixo das ordenadas,

. 3 5 B _
eC1< 2,2>:>D—3eE— 5.

Portanto: x2 +y2 + 3x — by — 7 = 0.

D E
2+ 2+ + — 2 <__'__):_’_
X y 2x+4y=rc = C oA oA (-1, —2)
Para obter o simétrico O' da origem O em relacao a C(—1, —2), veri-
ficamos que C é ponto médio de OQ'. Assim, vem:

+'
O2X - 1= x=-2
.2 0'(~2, —4)
ST =25y =4

(x —4)2 + (y + 3)2 = 1 tem centro C(4, —3) e raior = 1.

A ordenada maxima obtém-se partindo da ordenada do centro e adi-
cionando 0 raio: Y = (—3) + 1 = —2.

Portanto, o ponto é (4, —2).

19y mx2+y2+10x — 8y + k=0

a) ComoB=1,entaoA=B=m = 1.

b) D2+ E?—4AF>0 = 100 + 64 —4mk >0 = k <41

29) mx2 + 2y2 + 24x + 24y —k =0

a) A=B=>m=2

b) D2 + E2 — 4AF >0 = 576 + 576 — 4m(—k) >0 =k > —144
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39) 4x2 + my2 —4x + 3k =0

a) A=B=>m=4

b) D2+E2—4AF>O:>16+0—4-4-3k>0:>k<%
36x2 +ay2 + bxy +24x — 12y + ¢ =0

A=B+#0 = a=36

b=0

D2+ E2—4AF>0 = 242+ (—122—-4-36-¢c>0 =c¢c<5

x> +y2—mx—ny+p=0

O centro deve pertencer as bissetrizes by ou by,. Entao,
m=n#0oum=-n#0 = |m|=|n|#0.

O raio deve ser igual as ordenadas do centro C(% %)

D2 + E2 — 4AF _ m?
r2=—4A2 =T=>m2=4p.

x2 +y2 —ax — by + ¢ = 0 é tangente ao eixo dos x se a ordenada y
do centro tiver o mesmo valor do raio.

C(gg)_r_D2+E2—4AF:>a2+b2—4c_b_2 C_a_2
2'2) 4A2 4 4 4
N2
yi Oraioér=7\/_=1(emque€=dAB).
D Verificamos que ha duas possibilida-

des para o centro (P ou P'), em que:
P4,3) = (x—4)2+(y—32=1
P(3,2) = x—3)2+(y—22=1

w
_b...
<V
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280.

281.

yA A={(x,y) | x2+y2<4}é o circulo de
centro (0, O) e raio 2.
B={xy) |x—y=<Kk}éo semiplano
y=x-2\2 situado acima da retay = x — k. A
figura indica a posicao da reta para

2
——

/ > k=2V2 (reta tangente ao circulo).
Se k>2V2, aretay =x — k sera

\ k>2V2 paralela a tangente e abaixo desta.
% Entdo, AC B < k= 2V2.

A={(x,y) | X2 +y? — 4x + 10y + 25 < 0} é o circulo de centro (2, —5)
eraior=2.

B = {(x, y) | 3x + 4y < k} € o semiplano situado abaixo da reta

3X + 4y = k.
yA f\\\
\
\
'

X
f
N\
\
g
] _ u
7
/Lb‘

'S
Notemos que, variando k, essa reta se desloca no plano, mas tendo

. 3 .
sempre coeficiente angular —Z. Determinemos k para que a reta

3x + 4y = k fique tangente ao circulo dado:
[BRITACS) K L~ o4 ou k= -4

=2 > k=- uk=-4.
| Jo+16 |

Notemos que, se k > —4, a reta sera exterior ao circulo e o semipla-
no abaixo dela contera o circulo.

Notemos que, se k < —24, a reta sera exterior ao circulo e o semipla-
no abaixo dela sera disjunto com o circulo. Entao:

a) k= —4 b) k < —24
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3 7
3x+2y+7:O:>y=—? ) (1)

X2+y2+2x+4y—-8=0 (2)
Substituindo (1) em (2), vem:
X +2x—-3=0=x=1ou x=—-3.
Parax =1,y = -5 = P(1, —95).
Parax = =3,y =1 = Q(—3, 1).

287.

288. O sistema
(x =32 +y2=25 (1)
x=k (2)
devera admitir duas solugdes distintas.
Substituindo (2) em (1), vem:
y2 =25 — (k — 3)2 = —k2 + 6k + 16.
Entao, devemos ter:
—k2 + 6Kk + 16 > 0, ou seja, —2 < k < 8.

298. Q 1) Vamos obter os pontos P e Q, intersecao da
Rz reta r com a circunferéncia (\)
3 19
(r)3x—4y+19=0:>yzzx=T (1)

N (x—12+(y+2)2=100 (2)
Substituindo (1) em (2), vem:

5x2+26x—171=O=>x:%0ux:—9.

Para x = = =y= —

5 775 55
Parax=-9 = y=-2 = Q(—9, —2).
2) Seja M o ponto médio de PQ:

19

38 (19 38)
= 5P ==

. _ 5 9 13
5 % 1
2T L)
ECIN REARERE
5’ _1a
m 2 5
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299.

Vamos passar porMaretas L r. Comom, = % temos mg =—%.
= 4 2
Entdo: (s)y —ym =ms (X —xu) = y=—Zx—= (3).

3) Vamos obter os pontos R4 € R,, intersecao da reta s com a circun-

feréncia \.
4 2
y=—x—— (3
sy 3X 3 (3)

A (x — 1)2 + (y + 2)2 =200 (2)

Substituindo (3) em (2), vem: x2 —2x —35=0 = x =7 oux = —5.
Parax =7 = y=—10 = R4(7, —10).
Parax = =5 = y =6 = Ry(—5, 6).

1
4) SPQR1 = E ‘DPQR1|
-9 -2 1
= SPQR1 =128
7 —-10 1
1
SPQRgzg‘DPQRJ
-9 -2 1
19 38 = Seor, = 32
i el
-5 6 1

1) Centro de (\): C(3, —1)
2)r2x+y—-6=0=m,= -2
h: hipotenusa; h // r = m, = —2
C(3,-1)&Enh

3) hNA

h:y=-2x+5
{)\:x2+y2—6x+2y+5=0 =
= XxXx=4o0ux=2
Parax=2,y=1 = A2, 1).
Parax=4,y= -3 = B(4, —3).

}:>h:y=—2x+5

X>-6x+8=0=
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4) kl(cateto)//s:x—6=0}$ Kix—2=0

A2, 1) € k,
ky (cateto) // s:x —6 =0 S kyx—4=0
B(4, —3) € ky
5) ky N A
ki:x—2=0 2
+2y-3=0
{)\:x2+y2—6x+2y+520 - Y -

=y=1louy=-3
pontos A(2, 1) e D(2, —3)

6) ky N\
koox —4=0 9

= +2y—-3=0=
{)\:x2+y2—6x+2y+5=0 Y Y

=y=1ouy=-3
pontos B(4, —3) e E(4, 1)

Portanto: AABD: A(2, 1); B(4, —3) e D(2, —3)
AABE: A(2, 1); B(4, —3) e E(4, 1)

1) A circunferéncia dada tem centro 0(0, %) eraior =

B'

NS

2) O triangulo procurado, por ter um lado paralelo ao eixo x e ou-
tro paralelo ao eixo y, é retangulo e, portanto, um de seus lados

(a hipotenusa) passa pelo centro O(O, i) A reta s, que contém a

2

hipotenusa, tem equagao y — 3 = 3 (x — 0), pois s € paralela a

2 2

3
reta dada, cujo declive é >
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3) Aintersecdodes:3x + 2y —3=0com\:x2+y2—3y—1=0
sao os pontos A(—1, 3) e C(1, 0).

4) O outro vértice do triangulo é B = (xa, Y¢) = (—1, 0) ou
B' = (Xc, ya) = (1, 3).
5) Area

1

1
Saec = Sas'c :E' |Dagc] :5'6 =3

302. 19\ = C(0,0):r=4
N: = C'(—3,2):;r =3

+r=7
d=\/13<:_;,_1 = r—r <d<r+r' (secantes)

29N = C(O, i) r=1
2

1 1

N ClOo,=)r=—
= cfo, 2} =2

d = O (concéntricas)
39)A: = C(0, 0); r = 3V2
\N: = C'(—-10,5);rr=2

r+r=2+3V2

= >r+r i

d=5V5 < (355 = d>r+r (exeriores)

4)N: = C(2,3);;r=1

N = C'(—=2,6);r=4

d =5 =r+r' (tangentes exteriormente)

BN = C(0,0);r=9

N: = C'(3, -4);r=4

d=5 < :J_r ; z 23 = d =r —r' (tangentes interiormente)

.32 2 _ _ Ay —
205, Mx2+y2—10x+ 2y +16 =0 = C(5, —1); r 2%10]=>

N:ix2+y2—8x+4y+16=0 = C'(4, —2);r' =2
=r>r

2) FazendoA — N, vem:x+y=0 = y=—x (1)
Substituindo (1) em A\, temos:
X2—-6x+8=0=x=4 ou x=2.
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Parax=4,y= -4 = A4, —4).
Parax=2,y=—2 = B(2, —2).
4 -4 1

. _ _ _ Observe que esta foi
8) RetaAB:|2 —2 1)=0 = X+y_0(aretaobtidaem (1).)
X y 1
|5 — 1] 4
4) d =l _ 2 _s3
) dc, as > >

306. X2 +y2+4x—6y=0 = C'(-2,3);r =13
d=dee =V(2 + 27 + (-1 - 3P =42

Ha duas hipéteses para a tangéncia de circunferéncias:

I) tangentes exteriormente: d =r + r'

doc =2 = VI3 +r =42 = r=4V2 — V13
Entdo: (x — 2)2 + (y + 1)2 = (42 — V13)°.
I) tangentes interiormente: d = |r — r'|
Ni3 -t =aV2 =
—V13 —r = 4V2 = r =V13 — 4V2 < 0 (rejeitado)

= j ou

VI3 —r=-4V2 = r=4V2 + V13
Entdo: (x — 2)2 + (y + 1)2 = (42 + V13)°.
307. 1) Cix2+y2+6x—1=0
Cox2+y?2—2x—1=0 = 051, 0)

2) Vamos obter o ponto Q tal que {Q} = C; N C,.
Fazendo C; — C,,vem: x =0ey =21 = A0, —1) e Q(O, 1).

3) Determinemos a reta QG;:

=0=>y=—x+1

4) {Py=Q0, N Cy

{Q02zy=—x+1
Cux2+y2+6x—1=0

Entdo, parax=0,y=1=Q(0,1)eparax = =2,y =3 = P(—2, 3).

= x2+2x=0 = x=0o0ux=—2
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o .\:IS[XeR/ — Problemas sobre circunferéncias

Nx2+y2—4x—6y—3=0 = 0(2,3);r=4

309. {
s:y=x=x—-y=0

feixet/sét:x—y+c=0

Aplicando a féormula w‘ =r,vem:
P v+ |
(c—1
=4 = c=42+1
V2
‘wzaf
i+1 o
C_
=—4=c=-42+1
V2

Portanto: t;:x —y +4V2 +1 =0
tyx—y—-42+1=0

NX2+HYy2—2x+2y=0 = 01, —1);r=v2

310. {
s:X=-y=>x+ty=0=>mg=-1
feixet Ls=>ttx—y+c=0

Aplicando a férmula, vem:

c+2
V2

Portanto, t;: x —y=0;t,: x—y—4=0.

=V2 > c=0ouc=—4

ANx2+y2+2x—2y—34=0 = 0O(—1,1);r, =6
311. 19 r:x+3y=0:>mr=_?1

0=90°=tlr = feixet:3x —y+c=0

3(-1)—1+c¢
do,t:(gﬁzszc:u&lio

t:3x —y+4+£6VY10=0
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Nx2+y2+2y —24=0 = 00, -1);r, =5
+1

29) r:x—2y=0:>mr=7

0=90°=>tlr = feixet:2x +y+c=0

t2x+y+1+5V6 =0

NXx2+y2=49 = 0(0,0);r, =7
37) rdx+y—-3=0=>m,=—4
0=45° = tgo =1
Devemos inicialmente obter m; para definir a equacao do feixe.
_ | = my | =4 —m|

tgo=tg45°=1= = =1 =
§0 =18 T+ mmd = 1+ am, |
:>m—£oum——i
tT 3 5
5
Entéo,tl:y—y(,:?(x—xo):5x—3y+c=0

t2:y—y0=—%(x—xo) = 3x+by+c=0

c
do,t, = \/|3_£|1 =7 = |c|=7V34 = ¢c=%7V34 =

= t:5x —3y+7v34 =0

lcl

do.1, = =7 = |c|=7V34 = c=+7V34 =

= 1,:3x +5y+x7V34 =0

q

N x2+y2 =100 = 0(0,0);r, =10
ry=2x=-m,=2
s/r=mg=m=2=y=2x+¢c = 2x—y+c=0(s)

312.

Da figura, temos: a2 =12 — 82 = a = 6.
Impondo a condi¢ao dg ¢ = a, vem:
2-0-0+c
Va+1
s:2x —yz+ 6V5 =0

=6 = c =165
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314.

315.

X2 +y2 =12 = C(0, 0)

_Y—0 _ Yo _ _Xo
Mmer=22—==2 = m=—-2

Xo =0  Xo Yo
equacao da reta tangente por (Xq, Yo):

X )
y_YO:_ﬁ(x_xo)edmxox"'YOy_(X%+yg):O

Como (Xo, Yo) € N, vem t: XoX + Yoy — % = 0.

Ciuix2+y2+2ay=0 = 0(0, —a);r=a(a>0)

a) 1°) { feixe de retas por P(\, 0):y — O =m (x — \) ou ainda
mx—y—mAa=0 (1)

2°)Como dop = VA2 + a2 > a, temos duas solugdes.
Aplicando a férmula da distancia de ponto a reta, vem:
[m -0 —(=a) — m\ 2a\

| \/m2+1 =O=>m=m (2)oum=0(3)
3°?) Substituindo (2) em (1), temos:

~ 2a\ 2a\%?
tl'—)\z_az x—y——)\2_az = 0.

Substituindo (3) em (1), temos:
1h:OX—y—0N=0 = y=0.

4°)Calculando as intersecoes C; Nt; e C; N ty, vem:
2a\ —2an?
i VT
A( 2a2\  —2a\? )
A2 + a2’ \2 + a2
C,Nt, =x=0= B(0, 0).

Clﬂt1:>X=

b) O ponto Q com ordenada \ pertence a reta x + a = 0, portanto
tem abscissa —a: Q(—a, \).

Provemos que os pontos A, B e Q sao colineares:

2a°\  —2a\?
A2 +a2 N\ +a? _ 22\ 2a\?
0 0 1| N+a? N +a?
—a A 1
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x+y2+4x -8 —-5=0= C(—2,4);r=5

y=0 = P(1, 0)
Parax=1 = y> -8/ =0 = {ou

y=38 = Q(1, 8)
P(1, 0) .. _ @a—Xg B
C(—2,4)} = tly Yo = yo_b (X XO)
-2-1
y—O—ﬁ(x—l):3x—4y—3—O
-2-1

1,8

{x2+y2—2x—6y+5=o = C(1,3)er=v5

AM2x+y+D5B)+ ux+y+1)=0 = P(—4, 3) é o centro do feixe
de retas concorrentes.

Umaretadofeixeéy —3 =m(x +4)ouaindamx —y +4m + 3 =0.
Aplicando a formula da distancia de ponto a reta, temos:

[m-1-3+4m+3 |_ _.1
I S A

Portanto,

%x—y+4(§)+3=0:x—2y+1o=0

—%x—y+4(—%>+3=0:x+2y—2=0

Nx2+y24+2y=0 = C0O, —-1),r=1

3x—-—y=0

Centro do feixe: {
X+y=4

= P(1, 3) exteriora A = 2 solucoes
Considerando que xp = 1, xc = O e r = 1, entdo uma das tangentes
ti:éaretax=1out:x—1=0.

Calculando a outra tangente, temos y — 3 = m(x — 1) ou ainda
mx —y+3—m=0.

Entao, vem:
. _ 15
P st e m = o s syt 9= 0 ()

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

319.

320.

321.

Nx2+y2+2y—2=0= CO,-1);r=13
dpc = V10 >r = P é exteriora A\
Entao, feixe de retas por P: mx —y — 3m = 0.

Como as retas devem ser externas, a distancia do centro C(0, —1)
as retas deve ser maior que o raio.

|m-0+1—3m‘>\/§:>m< 3 -+V21 oum> 3++v21
| Am?2+1 6 6
AMix2+y2—6x+2y+9=0= 0,3, -1);r, =1
AiX? +y2 +4x =8y +19 =0 = 0y(—2,4);r,=1
YA 1°) Verifica-se que x = 0 é uma das retas;
hz@- 4 2°) as demais pertencem ao feixe y = mx.
' Entao, t: mx —y = 0.
: |3m + 1]
| 3 39 d = >1 (1)
- @7 O Vm2+1
_’I _____
|—2m — 4]
d =—>1 (2
2t ey - @
(1)4m2+3m>0:m<—%oum>0
-8 —+ -8+
(2)3m2+16m+15>0:m<¥0um>¥

Fazendo a intersecao das solucdes de (1) e (2), vem:
-8 — V19 -8 ++V19
< 3 ou 3 <

m<—ioum>0
2 .

2
\ PQ = 9, sendo P(xp, 0) € Q(xo, O).

yi
o,/ m IN\e_ Mé ponto médio de PQ, M(—%, o).
r

X
= 5 9
Entao:xp=—5+5:xp=2

xQ=—§—2=>xQ=—7
2 2

Portanto, P(2, 0) e Q(—7, 0).

ANx2+y2+5x+8 +a=0= C(—i, —4)

Substituindo qualquer dos pontos (P ou Q) em \, obtém-se a = —14.
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322. A (=52 +(y—52=5= C5,5;\=5
Aplicando o teorema de Pitagoras no ABMC, temos:

r2=(£>2+a2:>a=@
2 17

xy

Assim, vamos impor que a distanciadocentroCaretas:mx —y=0

seja a:
|5m — 5]  7V5 5
= g — + —
dc s — 17 = 18m 85m+18=0 =
:m—gou m—g
9 2

Portanto: 2x — 9y = 0 ou 9x — 2y = 0.

323. 19N (x—4)2+(y+32=9 =
= C4, —3)er=3
P2,1) € (s) =
> smx—y+1-2m=0
P(2,1) e
2°) Aplicando o teorema de Pitagoras no
APQC:

2 €2 2
r=§ +a‘ = a=2.

39) d :|4m+3+1—2m|:2:> |2m+4|:2=>
G VmZt 1 N

:>16m+12=0:>m=—%:>3x+4y—10=0

4°) Aoutrasolugago éx =2 = x —2 =0.
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324. 1)r3x+y=0=m,=-3

S:y—yo=ms(x—><o)}

—2=mx—0)=>simx—-—y+2=0
PO, 2) € () y s ) X Y

m, — mg i

—| = mg = —— (rejeitado) ou mg = 2
1+ mmg

tg45° =1 =
g | =

sLsr2x—y+2=0
2) Q(XQv yQ) eEs = Q(XQ, 2XQ + 2)

dpg = VX3 + (2%g+ 222 =5 = xq==1

Paraxg =1 = yo =4 = Q(1, 4).

Paraxg = -1 = yo =0 = Q(—1, 0).

3) Os pontos P(0, 2) e Q(1, 4) pertencem a circunferéncia \;.
Os pontos P(0, 2) e Q(—1, 0) pertencem a circunferéncia \».
Além disso, a reta r: 3x +y = O contém o didmetro da circunferéncia
(A1 OU \,); portanto, C(xc, y¢) € tal que yo = —3Xc.

4) Considerando a equacao genérica da circunferéncia, vem:
A (X = xc)?+ (y —yo)? = r?

19 P(0,2) ENy = X3+ Y2 —4dyc+4—-1r2=0 (1)
QL,4)EN = X2+ V2 — 2% — 8y +17—1r2=0 (2)

Sendo yo = —3x¢ (3), resolvendo o sistema formado por (1), (2) e
A3 39  ,_ 53
(3), resulta: x¢ = 10,yC— 10 ers= 10"

A.(X+1_3)2+< _2)2_2

1 10 Y™70) 10

29P0,2) ENy = X3+ Y2 —4yc+4—-12=0 (1)
Q-1,00EN, > X2 +Y2+ 2% +1-12=0 (4)
Novamente, yo = —3Xc. (3)

Resolvendo o sistema de (1), (4) e (3), vem:

3 9 , 13
Xe = —>5—=< I’ZE.

1007710 ©
s 2f - 2f -2
2 10 Y™70) 10
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325- YA 1) @:a:*\'32+22: 13
-2
2) Mo =5
Q 3) Como P é ponto médio da corda, entao
3
Sk ~ CPLOQR = mgg=—
a /rv X 2
) 3
r/Q 4) QR passa por P(3, —2) e mgg = 5=
3
" Sy+2=5(x-3) =
= 3x — 2y — 13 =0.
326.

\C

P2, —4
; 7 P2 -4
1
1) mep = — ——2=>ms:E
m—i 1
2) s T o ]:>y+4=5(x—2):>x—2y—10=0(5)
P2, —4)€E s

3) Intersecao de s com os eixos:

x=0=y=-5= A, —5)

y=0 = x=10 = B(10, 0)

4) Area do AOAB:

base X altura OB-OA 10-5
2 T2 T2

12 solucdo: Area = =25

- 1
22 SOlUQaO: SOAB = 5 |DOAB|

0O -5 1 = SOAB =25
DOAB = 10 O 1 = 50
0O 01
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327.

328.

) A:x2+y2=64 = C0,0)er, =8

Il) Set é tangente comum conforme a figura, entao:
APC,T, ~ APCT, » O Gl 8
cC,Pp C,T, 3

Usando a teoria da razao de segmentos colineares, vem:

XP_XCl—Ee _ _

XP_XC2 _3 ycl_yCQ_yP

e dai

-0 _ 8 _ 40 _
25 3 ¥~z ew=0

Xp_?

IIl) Equacao da reta t:

4
PEt:>y—O=m<x—TO>:>3mx—3y—40m=0

4 - |3m~0—3-0—40m‘_8 _ .3
et T = T Jom2 + 9 o= mey

entao, t: 3x +4y —40 =0 ou t: 3x — 4y — 40 = 0.

Calculando as intersecodes das retas, vem: A(O, —2), B(—2, 0) e C(0, 0).
AEN= (@—02+(b+2)2=r2

BeEN = (@a+2)?2+(b—0)2=r2
CEN=(@—02+(b—-02=r2

Resolvendo esse sistema, obtemos: a = —1, b = —1, r = V2.
Portanto, C(—1, —1) e r = V2.
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329. AEN = (@+4)2+ (b—4)2=12
BEN=(@+7)2+((b—332=r2
CEN=(@a+82+(b+4)32=r2

Resolvendo o sistema, obtemos: a = —4,b = —-1er =5.

Portanto, a equacao da circunferéncia € (x + 4)2 + (y + 1)2 = 25.

330. yi

xy

C(a,b) € bz = b=a = C(a, a)

5a—12a+3‘ 4 ;
77— |=4=>a=-70ua=—
\25 + 144 7

portanto, a circunferéncia é:

o1
o1

doyt:r =

2
(X +7)2+(y+7)?=16 ou (x—%) +<y——)

331. YA

NgOx = |b|=r (1)

N8Oy = |a| =71 (2)
Ces=2a+b—-3=0
Resolvendo esse sistema, obtemos:
a=b=r=1loua=-b=r=3

xy

e, portanto, ha duas solucodes:
x—12+(y—12=1o0u (x—3)2+ (y+3)2=09.
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332.

333.

334.

YA

tz/

S

CeEOx=hb=0 (1)

gt = 2a+3b -1 .
V13
Mgty = 2307 | 3)
V13
Resolvendo esse sistema, obtemos:
_3V13

=2,b=0
a er 13

e, portanto, a solucao é:

9
_ 2 + 2 —
(x =2)° +y 13

) t:3x+4y—35=>mt=—%

sLt:>m5=§

AES:>y—5=%(x—5)

s:4x—3y—-—5=0

Il) Temos, entdo:
Ces=>4a—-3b-5=0 (1)
AC=r = (@a—5)2+(b—5)?=
=25 (2)

Resolvendo o sistema, obtemos:
(@a=8eb=9ou(@a=2eb=1)

e, portanto, ha duas solucoes:
X—82+(y—92=25o0u (x — 22+ (y — 1)2 = 25.

A(4, 4)

xy

Ces=b=3a (1)
Mg b ‘a — b‘ R (2)
:> - | =
g D13 NG
AEN=(@—42+((b-4)2=R%2 (3
Resolvendo esse sistema, vem:

a=2b=6eR=2V2
portanto, R2 = 8.
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335. yA OEN=a2+b2=r2 (1)
~
CeEs=b=-2 (2
o N a+b-— 4‘ )
> - =
\ e V2
s ¢ V=2 Substituindo (2) em (1) e (3), resulta:
(1) a2+ 4 =r2e(3) a_6‘—r
V2
_ 2
entdoa? + 4 =%eda|’a =2oua=—14.
Sea=2,entdao r2 = 8 e, se a = —14, entdo r2 = 200.
Ha duas solugdes para o problema:
x—22+(y+22=8ou (x +14)2 + (y + 2)2 = 200.
336. Ces=>a—-3b-6=0 (1)
NtgOx = |bl =1 (2)
NtgOy = |a|=r (3)
Resolvendo esse sistema, temos:
3 3
(a er ) ou (a > er 2)
portanto, as circunferéncias sao:
3)\? 3% 9
+3)2+(y+3)2= -= tlyt5| =—
(x +3) (y +3) 9 ou (x 2) (y 2) 2
337. OEN= a2+Db2=R2 (1)
rtgh = de, =R = W‘:R 2)
stgh = dg s =R = ‘%‘zR (3)
Comparando (2) e (3), resulta:
13
=3 b=—-—.
a ou 3
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Se a = 3, temos:

+ 7 25
9+b2=R2eM‘=R:(b=4eR=5)ou<b=—eR=—>.

5 8 8
Seb = —E, temos:

3
a2+%—R2e%FR:néoexistea,Rreais.
Portanto, o problema admite duas solucoes:

7\2 625
—3)2 +(y—4)2=25 —32+( ——) =—
(x =3 +(y—4) ou(x =32 +|y-g| =%,

338. AEN=(@+12+b-22=r2 (1L er+1
Oxtg N = |b|=r (2)
Oytg\ = |a|=r (3)
De (2) e (3) vem |a| = |b]|, entdo:
12 possibilidade: a = b
D@+12+@—2P=a?=a?’—-2a+5=0= FaER
22 possibilidade: a = —b
D@+1)2+(-a—2)2=a2=282+6a+5=0=
= a=—-1oua=-5
Sea= —1,entaor = 1. (nao convém)
Sea=—-5,entaob =5er =5.
Solucdo: (x + 5)2 + (y — 5)2 = 25.

339. AEN= (@—-82+b2=r2 (1)
0EN=a2+b2=1r2 (2)

ANg bz = %‘zr (3)
Comparando (1) e (2), vem a = 4, entao:
2)r2 =16 + b2 e (3)r=‘4_b‘
V2
. (4 —h)y?
eda|16+b2:T = b= —4.

=16 + 16 = 32
Solugdo: (x — 4)2 + (y + 4)2 = 32.
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) PENS@—12+(b—-12=r> (1)

PENS@—82+Db2=12 (2

Comparando (1) e (2), vem:
b=7a—-31(3)

lal
1

Substituindo (3) e (4) em (2), vem:

2) tx=0tgNe=dg = =r (4)

-

x

(r—8)2+(7r—31)2=r2=>r=ﬂ0u r=>5.

49
Em (4) a = £r, mas, pelas condi¢coes do problema, a > 0.
- 205
Entdo:a =5 ou a =19
- 12
Substituindo esses valores em (3): b =4 ou b = -
205 \? 12\2 (2052
gy — )2 A\ — _ =YY =) ===
Portanto: (x —5)< +(y — 4) 250u(x 79 ) +<y+ 7) < 79 )
y A
C(a, 6) ~
r \oJ
d 8 N
N N
B(p, 0)
A(p — 16, 0)
12 solucao:
1) t:x = Otgx:%z r=a==r, ouseja,a= —r,porque a <0.

2) Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo CMB, temos:
R=d2+ MB2=1r2=36+ 64=r=10.

Portanto, a = —10.

3) (x + 10)2 + (y — 6)2 = 100
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342.

343.

2% solucao:

la] _

t:x=0tg)\:T—r=>a=ir ou a=—r(1), porquea <0

Ap—16,0) EN < (@a—p + 162 + 62 =12 (2)
B(p,O)EN & (a—p)P2+62=1r2 (3)

Resolvendo o sistema de (2) e (3),vemp =a + 8. (4)
Substituindo (1) e (4) em (3), temos: r = 10 = a = —10.
Entdo: (x + 10)2 + (y — 6)2 = 100.

O centro da circunferéncia inscrita € o incentro (ponto de encontro
das bissetrizes internas do triangulo).

Obs.: Uma solucao € obter as bissetrizes e sua intersecao. No caso,
vamos usar a teoria das distancias.

Seja s areta dos pontosBeC:s:x+y —4 =0.

y 1) d _w_r
C,s — [ -

B(0, 4) 2
[b]

(2) d¢,x = =r

N— 1 r=la| = b]

A X la]

s (3)dC,y:T:r

Como o centro C(a, b) pertence a bissetriz do primeiro quadrante,
entaob =a=r (4).

Substituindo (4) em (1), vem:
la+a—4|=a'2 = a=4+2V2,

A solucaoa =4 + V2 é rejeitada por estar fora do AABC.

Portanto:
(x =4+ 222 +(y— 4 +2V2) = (4 — 2V2)°,

a) 19) r:3x—4y—25=0:m,=%

24 ~ 24
2¢9) < rs é tal que arcth =rs = tgrs = Ea
3 m
Assim, t rAs—%— 4 =m ——goum _ 7
18 7 3 STo4 Tt as
1+ st
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Como —1 < mg < 0, entdo devemos ficar com mg = —

Como A(—3,5) Es,entaos:y — 5 = —% (x + 3) e dai

s:3x+4y—11=0

b))t/ sem = ms——%
3
B3, -12)et=t: y+12——Z(x—3):t:3x+4y+39=0
3a —4b — 25 b — 25)\2
rtg N o =r2 (1)
3a+4b —11 4b —11)\2
c)1s:tg\ & =r2 (2)
b e <3a+4b+39> 23
L el =3 \/2—5 =r (3)
Desenvolvendo os quadrados e, por escalonamento, resolvendo o
. 4b 14
sistema, vem: a = 3 "3 em (3).

Substituindo esse valor de a em (2), vem:

4b% + 39 +56 =0 = b=—£oub=—8.
Parab = —%, vem a = —%, que em (1) da r2 = 25.
Para b = —8, vem a = 6, que em (1) da r2 = 25.

7\2 7\2
Portanto: (X +§> +<y +Z> =25 ou (X_ 6)2+ (y+8)2= 25

€ a solucao.
344. Usando a razao entre segmentos, temos:
CoC -~ CoC 3
(1) = —o— T = =X = = entdo:
cP r CP 2
Xc “ X, a—-0_3 - 9
2 5

& xp—xC:3—a:
Ye =Y, b-—-0 —§=>b——£
\ Yo=Y —4-b 2 5
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(2) CoC o +r C()C' _ 7
cPr _Cp 2
entao
Xee =X, a'—0 7=>a'—£
Xp — X¢ 3—a' 2 5
=
Yo — Ye, b'—0 7 b'——é
Yp — Yc -4 -p 2 5
5 (x__1)2+( +§)2—4
5 Y75
345. A tg )\0 L1 dCCO =rz ro R (a - 30)2 + (b — b0)2 = (r + r0)2
(—8—0)2+ (6 —0)2=(r+6)?
rr=4
+ r'" = —16 (rejeitado
r2il2r—64:O=>r=M (rej )
2 =16
r"' = —4 (rejeitado)

(X +8)2+(y—6)2=16 ou (x+ 8)%+ (y — 6)%> = 256

346. Usando a razao entre os segmentos, temos:
CoC ro—rr CoC
ov _ 1o = i

1) =-= = 14, entdo:

cP r
0-a 42

=14 ==

3o MU TS (A, sop
0-05 _145p-2 ° °
b—12 5
(2)% =r°_|r:>% = —16, entao:

CP r CP

—a' 48
O, & — 16 5a=—n
a'+9 5 ( 48)2 < 64)2

=S (X+— +ly——) =1

0-b 1o -2 ° °
b —12 - P75
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347. PENS (@—02+(b—12)2=r2 (1)
PENS @—52+b-T72=r> (2
NotgN & (@—0)2+((b—-0)2=(+8)?2 (3)
Comparando as equacoes (1) e (2), vem:
a2+ b%2 — 24b + 144 = a2 — 10a + 25 + b% — 14b + 49 =
=a=b—-7 (4
Comparando as equacoes (1) e (3), vem:
a?+b? —24b + 144 —r? = a2 + b? — r2 — 16r — 64 =

3
= r=2b-13 (5)

Substituindo (4) e (5) em (1), temos:
3 2
(b—7)2+(b—12)2=(§b—13> = b=120oub = -8

Parab =12, vema=5er = 5.
Parab = —8,vema = —15 e r = —25. (rejeitado)

Portanto: (x — 5)2 + (y — 12)2 = 25.

348. PEN o (@a—12+b2=r2 (1)
ANEN & (@+ 22+ b2=(r+ 3)2 (2
|3a + 4b — 24|
)\tgr@Tzr (3)

Observacao: \ tangente externa a A\, pois r € externa a \.
Comparando as equacoes (1) e (2), vem:r=a — 1. (4)
Substituindo (4) em (1), temos: b = 0. (5)

Substituindo (4) e (5) em (3) e resolvendo a equacao, temos:

a= _19 ou a= E.
2 8
Paraa = —% = r= —%. (rejeitado)
Paraa=£ = (=22 R
8 8 64
Portanto: (x - £)2 +y2 = ﬂ.
8 64
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349.

YA
N
G
A No
C o
X
B
G
A2

A circunferéncia A\ dada tem centro (20, 0) e raio 4.
Condicoes do problema:

OeN = a?+b2=144 (1)
Mg Ao = (@ — 20)2 + b% = (121 4)% (2)

. 36
Tomando + em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 5 e

48 ) (36 48) (36 48)

b = +—; portanto, t Cil—=—=)eCol—= —— )
5 portanto, os centros sao C, 5' 5 e C, 5 5
Tomando — em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 12 e
b = 0O, que nao convém, pois o centro (12, O) estaria no eixo Ox,

contrariando a exigéncia do enunciado.

Para obter os pontos de tangéncia, trabalhamos com a teoria da
razao entre os segmentos formados pelos centros e os pontos de
tangéncia.

.36

S 5 12 84
ClA_£:> 20 — Xxa 4 AT B
AC 4 48

" 1212

0-y, 4 775

X3 —36 12 84

50 — v. 4 B~ &
C2A_1_2:> 20 — xg 4 5
AC 4 +§

P'E 12 _ 12

0-vg 4 8775
~ 84 12 84 12
entao,A<5,5>eB(5, 5).

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

350. %‘ 1) A mediatriz m da corda AB passa
pelo centro Cy(0, O) da circunferéncia
A B dada e pelo centro C(a, b) da circunfe-

_—7 o) /5 réncia procurada.

KJ p(&?\ Como AB // Ox, temos m // Oy, ou

x  seja, CoC// Oyedaia = 0.
2) O ponto P(xp, —1) daretat: x + 2y — 6 = O é tal que
Xp +2(—1) — 6 = 0, ou seja, x, = 8e P = (8, —1).

<y

Aretas = PC é perpendicular a t, entao:

1
ms=—E= }:>s:y+1=2(X—8)=>552X_y_17:O
Pes

Como C(O,b) €Es,temos2-0—b —17 =0, isto &, b = —17.

3) r=dpc = V(0 —8)2+ (17 + 1)2 = V320
Solucdo: x2 + (y + 17)2 = 320.

351. YA

xy

G
G

B

1) Determinamos os pontos A e B, intersecao das circunferéncias:
{(X 42 +(y+22=5 (1)
x—12+(y+332=5 (2
2)—(1) =y=-3x+5 (3)
B)em(1l) = x2—5x+6=0=>x=30ux=2 =

= y=-4o0uy=—1,entdo: A= (3, —4) e B(2, —1).

2) Calculamos os coeficientes angulares das retas AC, e AC, e das
retas BC, e BC,:

1

SUNE Mpe, = —% B8C. | BC.
1! = AC; L AC, 2= BC LBC
mBC2 - 2

mAcl =2

Mac, = >

0 que significa que as circunferéncias sao perpendiculares.
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. \=a0KeRYID — Conicas

354. Co4,3) > %xg=4ey,=3;2a=8e2b=6 = a>Db,entdo o
semieixo maior € paralelo ao eixo x.

(X0 | 6 —yoP? _, _ x— 47 (v 3P

a? b2 16 9

=1

a=>5
355. {c 4 = b = 3 e 0 eixo menor € paralelo ao eixo x.

(x =67 (y+37 _

9 25 1.

Portanto:

a=2 x2
. = —+y=1=x+42=
356 {b=1 Z y 1 X 4y 4

2 y2

X
2 2 — - A = =
357. 9x2 + 25y?2 =900 = 00 " 38 1=>a=10eb=6

c2=a2—-Db? = ¢ =8 = 2c¢c = 16 (distancia focal)

c 4 -
a5 (excentricidade)

358. 6 5
=73 = a2=bp2+ 3 (1)
a2 = b2 + ¢?
i1
PEeIipse=>i+i=1=>a2+b2=4a2b2 (2)
a2 b2

1
Substituindo (1) em (2), vem: 6b* + b2 — 1 =0 = b2 = 3

Para b2 = %, vem a2 = 1.

X2
Portanto: EE + =1 = x2+3y2=1.

(;L>||A|“<.\J
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360.

361.

362.

363.

364.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

2

X y2
2 2 — _ _ = = =
9x+25y—225:>25+9 1=>a=5eb=3

2=a2—-b2 = c=+4 = (4,0) e (—4,0).

) ) X2 y2
+ = — + —=
169x 25y 4225 = 55 169 1=
= a=13e b=5

2=a2 —b2=c = +12 = F,(0, —12) e F,(0, 12).

(x~3? (-2
25 9

2=a2-b2=>c=+4

=1=>a=5eb=3

Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam
(—4,0)e(4,0).Porém,haumdeslocamento do centro para o ponto(3,2).

Assim, aplicando esse deslocamento, obtemos os focos: (—1, 2)
e (7, 2).

A equacao ja esta na forma reduzida.

Fazendo a leitura: X, = 2,yo = 3, a% = 16 e b?2 = 4 (a® é o maior
denominador). Conclusao: C(2,3),a=4eb = 2.

(x—=23)2  (y—2)7? (x =232  (y—2)7?
+ —4 + -1
25 9 = 7100 36
2 —
Zz:égo}iczzaz—b2:c=is

Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam
(—8,0) e (8, 0). Como ha um deslocamento para o ponto (3, 2), en-
tao os focos sao: (—5, 2) e (11, 2).

Como F4(0, —5) e F5(0, 55), sendo 2c¢ a distancia focal, entao
2c =60 = ¢c=30. (1)
Como PF; + PF, =68 =2a = a =34. (2)
De (1) e (2) em a2 = b2 + ¢2 vem: b2 = 256.
Mas, como F,;(0, —5) e ¢ = 30, entao o centro C esta deslocado no
eixo y em 25 unidades, isto €, C(0, 25).
x2 (y — 252

o N lise &: I = 1.
ortanto, a equacéao da elipse € 256 1156
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365. Sendo F4(—8, 0) e F5(8, 0), entéao 2c = 16 = ¢ = 8.
Como A(10, 0) pertence a elipse, entao a = 10.
Portanto, b? = a2 — ¢ = 100 — 64 = 36.
(=5)? >
100 36

Como B(—5, y) pertence a elipse, entao:

y = +3V3.
dBF1 = \/(_13)2 +3\/_)2 =

dBF2 = V32 + (ig\/g) = 6

d|:1|:2 =2c =16

A soma das distancias é o perimetro: 36.

X2 y2 5 5
367. E—;—l:a—iGeb—Q

Portanto, c2 =16+ 9 =25 = ¢ =5 = 2c¢ = 10.

x2 y2 1 1
. 2 _ A 2_1 - =1 2 — —_ 2 —
368 36x Ay @i T = a 36eb 79
36 49
Portanto, c? = - + = = —52_ _, o = 189
' 36 49 1764 42
V85
Aexcentricidadeé£=£=>£=ﬁ.
a 1 a 7
6

369. N x2—y2=1 = o eixo imaginario é Oy; F;(—V2, 0); F,(v2, 0)
N:y2 — x2 =1 = o eixo imaginario é Ox; F1(0, —V2); F,(0, V2)
Nao sao coincidentes.

<y
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371.

372.
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y? X2 o
2 _ 2 — A —
144y 25x 3600 < 55 144 1 (eixo imaginario Ox)
aZ=25
2 = g2 4+ p2 =1
b2:144}=>c a b = ¢ 3

Focos: (0, —13) e (0O, 13).

_ 2 _ 2
x 92) _ 72) = 1 (eixo imaginario paralelo a QOy)

Centro C(2, 2)

a2=9

=0c2=16 =>c=4
b2 =7

Se nao houvesse deslocamento, os focos estariam sobre o eixo x,
sendo (—4, 0) e (4, 0). Considerando o deslocamento em duas uni-
dades para ambas as ordenadas, vem: Fi(—2, 2) e F5(6, 2).

y2 X2

(1)9x2 — 16y?2 = —144 < kT 1 (eixo imaginario Ox)
a2=9 ) focos: (0, —5) e (O, 5)
2 =
= Ccp=25=>¢cp=5 > 5
b2 = 16 } 0 0 excentricidade: —2 =

do E

(2) Elipse tem por eixo menor os focos da hipérbole. Entdao, b = 5 e

excentricidade inversa a da hipérbole, isto €, % = %
b=5 (3)
c 3 3a
Portanto: { — = — =—
a5 = cC 5 (4)
a2 =Db%+c? (5)
625
Substituindo (3) e (4) em (5), vem a2 = 1_6'
. 2 y? ) )
Entao: 605 + E =1 o 16x¢ + 25y° = 625.
16
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373.  y2 = —16x (foco no eixo Ox)
2p=-16 = p=—-8

_P [P _
VF—2,|stoe,F<2,O):>F( 4, 0)

Diretriz: x = —%, entdo x = 4.

374. (y — 5)2 = 12(x — 3); VF // Ox; V(3, 5)
2p =12 = p = 6; foco (3, 0), se nao houvesse deslocamento.
Como V(3, 5), entao F(6, 5).

375. (x—-2P2=(1y = 2p=1=p-=

N~

Esta pardbola tem deslocamento: V(2, 0), VF // Oy.

H/‘\

= 1 o 1
: R = —— + — =
Entao F<2, 4>ead|retr|zey 2 =Yy 2

377. 2x2 + 4x — 4 = =3y

3
242x—2=—=
X X 2y
(substituimos —2 por 1 — 3)
x2+2x+1—3:—%y

(x+1)2=—%y+3

—g(y —2) = V(—1, 2)

2
(x + 1) >

378. A0, 0) € pardbola < (0 —x0)2=2p (0 —vyo) (1)
B(3, 3) € pardbola < (3 —x0)2 =2p (3 — Vo) (2)
C(—6, 30) € pardbola & (—6 — xg)2 =2p (30 —yo) (3)
Desenvolvendo as equacoes (2) e (3), nelas substituindo (1),

vem: 9 = 6xo = +6p = =+§ex=+§
136+ 12xg=+60p P~ T3 8T Ty
Substituindo esses valores em (1), vem: yg = —%
3R 3 < 3)
xX—— =zlyt+t 3 2 — 3x = 3y.
Portanto, temos < 4> > y 3 o 2x 3x = 3y
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380.

381.

382.
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d: x = 0 = eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox
p=dist(F,d)=4-0=4 = 2p=38

_P_
=520 v

w=y=1
equacdo (y — 1)2 = 8(x — 2)

dy=3 p=3=2p=6

3_p
> VF=—=—-= 3
00 1272752 o)

O eixo de simetria € paralelo ao eixo Oy e F abaixo de V = 2p — 6.

x2=—6< —%):x2=—6y+9

y = x2 — x tem por inversa x = y2 —y.
{y=x2—x=>y2=x4—2x3+x2 (1)

x=y2—-y (2
Substituindo (1) em (2), vem: x = x* = 2x3 + x2 = x2 + x =
x=0
= ) OuU
X =2

Parax=0,y=0eparax =2,y = 2.
Entao A(O, O) e B(2, 2) sao os pontos de intersecao das funcoes f(x)
e f'(x).
Determinando a reta AB, vem x — y = O.
doxg = 3-6] _|-38]_3V2
| 2 2 2

X+y=0=x=-y = x2=y2 (1)
{x2+y2+8y20 (2)

Substituindo (1) em (2), vem:y =0 ouy = —4.

Paray =0,x =0 = A(O, 0).

Paray = —4,x =4 = B(4, —4).

Como y € eixo de simetria da parabola e ela passa pela origem, en-
tdo A(O, 0) é o vértice e x2 = 2py é a equacao.

Como B(4, —4) pertence a x2 = 2py, vem p = —2.

Entdo, x2 = —4y = x2 + 4y = 0 é a equacao da parébola.
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383. 1)y=x2+6x+4
Completando o quadrado perfeito, vem:
y+5=x2+6x+9 = y+5=(x+3)2 = Vi (-3, —5).
2) y=x2—6x +2
Completando o quadrado perfeito, vem:
y+7=x2-6x+9 = y+7=(x—3)?2= Vy(3, 7).
3) Ponto médio de V,V, é M(0, —6).

— 1
4) Coeficiente angular de V.V, é m = 3 = mg = 3.

5) Mediatriz de V,V5: y — yg = mg(X — Xo)
y+6=3x—-0) = 3x—-y—6=0

384. x=y2+10y + 27

Completando o quadrado perfeito, vem:
X—2=y2+10y +25 = x—2=(y + 5?2 = V(2, —5).

393. a) 9x? + 25y% — 36x + 50y — 164 =0

Identificando com a equacao tedrica:
kox? + Kgy2 — 2KoXoX — 2KqYoy + (KoX3 + Kyy3 — kiko) = O, vem:

ky=9=b2=b=3
ki =25=a2 = a=>5
2KoXg =36 = Xg =2
2Kyo = =50 = yp = —1
koXo + Kiyo — Kiko = —164

ki > ks com eixo maior horizontal; centro C(2, —1)
ki >0 = elipse; X =27  (y+1?2
ko >0 25 9

b) y? —4x —6y + 13 =0

1 3 13
— :—2+ — — 2 = + =
4x y 6y — 13 = x 4y 2y 2
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Identificando com a equacao teodrica:

2
1 Yo Yo + 2pXo
X =—y? — ==y + ———— vem:
2py py 2p
(1 1
— == =2
2p 4:>p
p=2
Yo _3 L _3 = parabola | V(1, 3)
p 2 F(2, 3)
2
Yo +2pXo _ 13 _
| 2—p 4:>XO 1

c) 5x2 —4y2 + 30x + 16y + 49 =0

equacao teodrica:

koX2 + Kyy2 — 2Koxox — 2Kqyoy + (KoXg + Kayg — Kiko) = O
k, =5

ky = —4

2KoXg = =30 = xo = —3

2K1yo = —16 = yo =2

koX5 + kqya — kiko = 49

ko > kg com eixo real horizontal; C(—3, 2)
k, >0 = hipérbole{ (x+3)*> (y—=2)> _ 1
ko <O S 4
a=V5eb=2
1 1 8
2 Ay — - -~ p2_=y_S
d) x 4x — 12y =32 =y 12x 3x 3
2
~ L 1 X0 Xo + 2pYo
equacao tedrica: y = —x2 — —x + ————
Y2 p 2p
1 1
—=-—-=p=6
2p 12 =6
X 1 0 = parabola { V(2, —3)
p 3 F(2, 0)
Xo + 2pYo -8 _
2 3 = Yo 3
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394.

396.

e) 289x2 — 17183 = 2(256y — 289x — 32y2) =
= 289x2 + 64y? + 578x — 512y — 17183 =0
equacao tedrica:
KoX2 + Kqy2 — 2KoXoX — 2KaYoy + (Kox§ + Kiyp — kiko) = O
ko =289 =a2 = a =17
ky=64=b2 = b=8
2k2X0 = —-578 = Xo = 1
2k1y0 =512 = Yo = 4
koX3 + Ky — kiko = —17 183

ko > Kq com eixo maior vertical; centro C(—1, 4)
ky>0 = elipsey X+1)? (-4
ky >0 64 289

9x2 + 5y2 + 54x — 30y + 81 =0
equacao tedrica:
koX2 + k1y? — 2KoXoX — 2Kyoy + (KoXa + kyys — kiko) = O

k, =9 = a? =3 2
2 a=a }:c=2e§=—

ky=5=b2=b=15 3
2k2XO = —-54 = Xo = -3 .
2Kyo =30 = yo = 3 }:}C( 33
Ky > Ky ((:)(()r?r %i)xzo m:?)i/or_vg)r;ical
ko >0 = elipse + =1
K, >0 5 9
! Fi(=3,5) e Fy(—3, 1)
{)\: y2Z=x (1)
Nix2+5y2=6 (2)

Substituindo (1) em (2), vem:

x=1=y=+1ouy=-1

x24+5x—6=0 >
{x=—6:>y=ir\/—6$[R§

S={1, 1), (1, 1.
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398.

399.
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3
De(l)e2),vem:x2=x?> = x¢=x3=2x4-x3=0 =
x=0=>y=0

= x3(x—1)=0 = jou
x=1=y=1

Sao dois pontos de intersecao: (0, 0) e (4, 1).

y=—1-V19-x2—2x =2y+1=-V19—-x2—2x (1)
X=3-V9-y?2—4y = x—3=-V9-y?—-4y (2

Elevando (1) e (2) ao quadrado, vem:

{x2+y2+2x+2y—18=0 3)
X>+y2—6x+4y=0 (4)

De (3) — (4)vem8x —2y —18 =0, isto é,y =4x — 9. (5H)
De (5) em (4) vem 17x2 — 98x + 45 = 0 e dai

4 21

X177 YT 1T

~ . . - . [45 27
Sao dois pontos de intersecao: (17, 17) e (1,

{x2 —4y2=4 (1)
X+y2=9=x2=9-y2 (2
Substituindo (2) em (1), vem:y = 1. (3)
Substituindo (3) em (2), vem: x = +2V2.

Ha 4 pontos de intersecao:

(2v2, 1); (—2v2, 1); (242, —1); (—2v2, —1)
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2+ 2 _ + —
400. {x y 4y +3=0 (1)

X —-y+1=0=y=3x2+1 (2

Substituindo (2) em (1), vem: 9x* — 5x2 =0 = NG

Parax =0,y = 1.

Para x = Ealch 5 8
3’ y 3

V5 8

Ha 3 pontos de intersecao: (0, 1), (_?, 3

~
(0]
PR
|G
| 0o
~—

401. {y =x @

Ox2 + 25y2 =225 (2)
Substituindo (1) em (2), vem:
+15V34 Ly = +15V34

34 34

A<—15\/34 —15\/34)e B<15V34 15x/34>
34 ' 34 34 ' 34

34x2 =225 = x =

g _/(30#34)2 (30\/34)2 ~ 30V17
AB — + -
34 34 17

x2+y=10 (1)

402. {
Xx+y=10 = y=10—-x (2)
Substituindo (2) em (1) e resolvendo, vem:

x=0=y=10 = A0, 10)
ou
x=1=y=9 = B(1, 9)

dpg = V12 + (—1)2 =2.

y=x+m=y2=x2+2mx +m?2 (1)

403. 2
TSP =1 @)
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Substituindo (1) em (2), temos:

5x2 4+ 8mx + 4m2 — 4 =0

A = 64m2 — 80m?2 + 80 = 0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto de
intersecao)

16m2—-80<0

m2—5<0

Portanto: —V5 < m < V5.

= 2 — 2y2
204. {y mx+2 = y2=m?>+4mx + 4 (1)
y? =4x (2)
Substituindo (1) em (2), temos:
m2x2 + (4m — 4)x +4 =0
A= (4m —4)2—-4-4-m2=0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto
de intersecao)
-32m+16=0
2m—1<0 = m s%
405. Vi
R S
A
B C b
X

Q

1) Analisando os dados:

x2 +y2 + 6x — 4y — 12 = 0 é circunferéncia C(—3, 2) e r = 5.
R(2,3)estaem(s)3x — 2y =0, pois3-2—-2-3=0.

2) Intersecao da reta com a circunferéncia:

=+ ey:i

{x2+y2+6x—4y—12=O:>X 4N 39 6V39
3x—2y=0 - 13 13

rtanto, P = |——— ,
portanto ( 13 13
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406.

407.

3) Produto das distancias:

dPR=/(2_@)2+<3_6@)2=m

13 13

2 N 2
dQR=/<2+4‘39} +<3+—6 39) = V25 + 439
13 13
dpg - do.r = V625 — 624 = 1

Obs.: Uma solucao menos trabalhosa € usar a Geometria:
dpr - dor = dag * dgr = (drc — N(dre + 1) = (dpc)? — 12 =
=26 —-25=1.

y=ax>+bx+c (1) (b #0,c#0)

Fazendo a mudanca de x para —x, vem:

y=ax2—bx+c (2

Considerando e resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:
x=0=y=c.

Portanto: (O, c) é o ponto de intersecao.

f(x) = 4x — x2

i

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:

x=0ey=0 = A0,0)oux=1ey=3 = P',y')=P(, 3).
b) yA

P(x',y)=_T
=P(1,3) T

res (by3) y = x.

Fundamentos de Matematica Elementar | 7

O ponto Q(x", y") simétrico de
P(1,3)emrelacao aretax =2
€ o ponto Q(3, 3). Como a reta
procurada passa pelos pontos
A(0,0) e Q(3,3),entao ela é a
bissetriz dos quadrantes impa-



408.

412.

413.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

y=x>+x-—12

1 X Xo + 2py,
1) Comparando com a equacao tedrica: y = —x2 — —2x 4 29— =90
(1) p quag y 20 0 20
[ 1 1
2 TTPT32
X _ __1 <_£ _£>
temos: > 1 = X 5 =V > 2
2
Xo +2pyo __
(2) Como os outros dois vértices pertencem a parabola e ao eixo Ox,
entaoy = 0.
X24+x—-12=0 = x=3 ou x=—4 = A3, 0); B(—4, 0)
1
(3) Sy = D) | Dagv |
3 0 1 S — 343
_ 4 ABV T T o
Dagv = 0 1 =_3 3 8
149 8
2 4

bisiy=Xx = t// bizétalque (t)y = x + k
t:y=x+Kk

{_y_xz =2 —2x+(5—-k =0
MY=XE=X+D5 N4k -16=0 = k=4
Portanto:t:y=x+4 = x—-y+4=0

Resolvendo o sistema quando k = 4,vemx =1ey = b.

Portanto: T = (4, 5).

1
r:x+3y+5=0:>m,=—§

tlrétalquem =3 = t:y=3x + k

ty=3x+

{t_y 23"25 32+ Bk + K2 +1=0 3
N Bxs—ys=1 A:36k2_12(k2+1):0:>k217
Portanto:t:y=3xi%:>3x—yi%=0
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416.

417.

418.

PO,0)€y —yo=mX— Xg) = Yy =mx
Nx2 4+ 4y? —16y +12 =0 (1)
ty=mx (2)

Substituindo (2) em (1), vem:

(1 +4m2)x2 —16mx + 12 =0

A=(—16m)2 —4(1+4m?)-12=0 = 4m2—-3=0 = m =

V3

Portanto: t: y = i7x.

PO,2)Ey —yo=m(X—Xg) > y=mx + 2

{(t)y=mx+2 1)
N X2 — 42 =4 (2)

Substituindo (2) em (1), vem:
(1 —4m?)x2 — 16mx — 20 =0

A =(—16m)2 — 4(1 — 4m?)(—20) =0 =
+
= 4m2-5=0 = m2=§:> m = /5
4 2
+
Portanto: t: y = _fx + 2.

+3
2

PB,0) €y —yo=mX—X%Xy) @ y=mkx—3) ouy=mx—3m

tty=mx —3m = y2 = m%2 — 6m% + 9m? (1)
Nx=—2y2 (2)

Substituindo (2) em (1), vem:
2m32x2 — (12m?2 — 1)x + 18m2 =0

A=[-(12m2 — D)2 —4-2m2-18m2 =0 =

+V6
24m2 -1 =0 =

= m = m 12

+V6
P Yy = - 3).
ortanto: y 12 (x —3)
Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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) ) X2 y2
419. 9Ox —4y =1:>I—I=1
9 4
a2—£=>a=i
9 3
1 1
2_ — )
b 4:>b >
_ b b
Sendo as assintotas s;:y = ;x € Sy = —?x, vem:
3
Sty =5x € Sy y= —?x.
X2 y2 X )
420. E—a—lza =16 e b =64

Assim:a=4eb = 8.

A assintota que forma angulo agudo tem coeficiente angular positivo

b
m=—.
a

Portanto, s:y = 2x.

421. 1) b2 + a?%y2 = a2b2,a > 0, b > 0 é uma elipse de equacao redu-
S
zida 22 + b2 1.

2) Como as diagonais do quadrado passam pela origem e se in-
terceptam formando angulos retos, entdao essas diagonais sao as
bissetrizes:

ry=xes:y=—x.
1°) Determinacgao dos pontos A e C, pertencentes a r:

N b2x2 + a2y2 = a2b2
{ AT o e =a?? o

ry=x
e a’b? L *ab +tabva? + b?
a2 + b2 Va2 + b2 a2+ b?

(ab\/a2 + b2 abVa? + b2>

a?+b2 ' a2+ b?
(—ab\/a2 +b2 —abVa? + b2)
C ’
a2 + b? a2 + b?

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

422.

2¢9) Determinacao dos pontos B e D, pertencentes a s:

\: b2x2 + a?%y? = a2b? o = Taby a? + b?
siy=—X a? + b?

B(—ab\/a2+b2 ab\/a2+b2>
a2+b% ' a?+b?

(ab\/a2+b2 —ab\/a2+b2>
a2+b? ' a?+b?

1
Sasx = = |D
a) Sppx > | Dagx |
a a2 1

b b2 1|=(b—a)x—a)x—Dh)
x x2 1

m—mu—mu—m‘

. Spgx =
ABX ‘ >

b) Considerando a funcao f(x) da area positiva, entao:
m—mu—mu—m‘

f) = >

ﬂﬂZL%Rb—aM2+®Z—Wy+aMb—aﬂ

1
g(x) = > [x2 — (a + b)x + ab] é uma parabola que intercepta o eixo x

nos pontos a e b.

yA

Q

.
.
N

N
[on
xy
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b . B ) o
,isto é, x é o ponto médio.

s a
c) f(x) € maximo local para x = >

YA

Q
7]

+
[on
o
<y

I \UNRYII) — Lugares geométricos

424,

425.

426.

Se P(X, Y) pertence ao I.g., entao:

dAP:dBP = (X_a)2+(Y_b)2:(X_C)2+(Y_d)2 =
= 2@—-c)-X+20b—-d)- Y+ (c2+d?>—a%-b?=0,
que é a equacao do |.g.

Conclusao: o |.g. € uma reta (é a mediatriz do segmento AB).

Se P(X, Y) pertence ao I.g., entao:
aX+bY+c
Va2 + b2
2aX + 2bY + (c +¢') =0,

que é a equacao do I.g.

aX+ bY +c'
Va2 + b2

=

dpr=dps =

Conclusao: o l.g. € a reta paralela a r e a s e equidistante de ambas.

Se P(X, Y) pertence ao |.g., entao:
dpx=2-dpy = |Y[=2]|x] = Y2 =4X2 = (Y + 2X)(Y — 2X) =0,
que é a equacao do I.g.

Conclusao: o I.g. € a reuniao de duas retas, Y = —2X e Y = 2X, con-
correntes na origem.
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427. Se P(X, Y) pertence ao |.g., entao:
3X+4Y -3 4X —3Y + 8
5 - ‘ 5 ‘ -
= (3X+4Y —3)2=4(4X—3Y+ 8?2 =
= [(BX+4Y—3)+2(4X—3Y+8)][(BX+4Y—3)—2(4X—3Y+8)|=0=
= (BX —10Y + 19)(11X—2Y + 13) =0
ou, entao, desenvolvendo:
55X2 + 20Y2 — 120XY + 274X — 168Y + 247 = 0,
que é a equacgao do l.g.
Conclusao: o I.g. € a reuniao de duas retas, 5X — 10Y + 19 =0 e
11X — 2Y + 13 = 0, concorrentes com r e s na intersecao de r com s.

dpr=2-dps =

428. Se P(X, Y) pertence ao I.g., entao:
4X — 3Y + 2
— =YX+ Y2 =

dp g = dpr = ‘ 5

= (4X—3Y+22=25(X2+Y2) =

= 9X2+ 16Y2 + 24XY — 16X + 12Y — 4 =0,
que é a equacao do I.g.

Obs.: Pode-se verificar que o I.g. € a parabola de foco F e diretriz d
(ver item 179, p. 208).

430. Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Temos:

P(X, Y) Y

A Map = X

+3
Y
X—-3

Mpgp =

APB =45° = tg APB=1 =

A(-3,0) B(3, 0)
Yy __Y
‘mAP_mBP 1 X+3 X-3 — 1
1+mAp‘me Y Y

+ [
X+3 X-3
—6Y

ﬁ‘m‘zlﬁ |—6Y| = |X2 +Y2 - 9|
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ent&o:

seY=<0,—-6Y=X>+Y2-9 = X2+Y2+6Y-9=0
seY=0,—(—6Y)=X2+Y2-9 = X2+Y2-6Y—-9=0.
Conclusao: o |.g. € a reuniao de dois arcos de circunferéncia,
X2 4+Y2+6Y —9 =0 (nosemiplanoY <0) e

X2 +Y2 —6Y — 9 =0 (no semiplano Y = 0).

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Temos:

P(X, Y) Y
m = —
AP X
60° oy
B X —-10
APB = 60° = tg APB = V3 =
A0, 0) B(10, 0)
Y Y
Map — Mpp | X X-10 _
:>1+mAP_mBP =V3 = 1+i. Y =3 =
X X—-10
—-10Y
= 3@ v2—10c|= V3 = |-10Y[ = V3 |X? + Y2 — 10X
entao:

seY =<0, —10Y = V3(X2 + Y2 — 10X) =

= 3X2 + 3Y2 — 30X + 10V3Y =0

seY =0, —(—10Y) = V3(X2 + Y2 — 10X) =

= 3X? + 3Y2 — 30X — 10V3Y = 0.

Conclusao: o |.g. € a reuniao de dois arcos de circunferéncia,

3X2 + 3Y2 — 30X + 10V3Y = 0 (no semiplano Y < 0) e
3X2 + 3Y2 — 30X — 10V3Y = 0 (no semiplano Y = 0).
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432.

433.

N

P(X, Y)

Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0),
define uma reta que intercepta a retar:y = 1 — x no ponto R cujas
coordenadas sao (x, 1 — x).

Como g—g = 1, decorre que Q é ponto médio de PR; entao:
X + X 1-x)+Y
0= O0=—7-"——
2 ° 2

edaix = =X =1 +Y; portanto, X + Y + 1 = 0, que é a equacao
do I.g.

Conclusao: o l.g. é aretas de equagcao X +Y + 1 = O paralela a reta
r e simétrica desta em relagao a origem.

YA

P(X, Y)

xy

Q(0, 0)

R(x, —x2 + 2x)

Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0),
define uma reta que intercepta a parabola \:y = —x2 + 2x em pon-
tos R cujas coordenadas sdo (x, —x2 + 2x).
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p
Como —Q = 2, temos:

QR
Xqg — X 0—-X - 0-Y
TR o5 —pe X _ o, 22T
Xg — Xq x—0 YR — Yo —x*+2x—0

e daf vem x = —% (1) e =x2 +2x = _% (2).

Substituindo x de (1) em (2), vem:

2
—XT - X= —% e, portanto, X2 + 4X — 2Y = 0, que é a equacao

do I.g.
VA
0(0, 0) A'(a, 0) Z'
A2, 0) X
B'(0, —a) /
/ B(0, —2)

A equacao da reta AB é x —y — 2 = 0, entao a equacao da reta
A'B', paralela a AB, € x — y + ¢ = 0; portanto, temos A' = (—c, 0) e
B' = (O, c).

Seja I(X, Y) pertencente ao l.g., entao | € intersecao das retas AB'
e A'B.

Impondo o alinhamento de I, A e B', resulta cX + 2Y = 2c. (1)
Impondo o alinhamento de I, A" e B, resulta 2X + cY = —2c. (2)
Eliminando ¢ entre as equacoes (1) e (2), vem:

2y =2X
T 2-X 2+Y

= X+Y)X—=Y —=2)=0, que é a equacao do |.g.

c =2Y +Y2=X2-2X =

Conclusao: variando ¢, o ponto | percorre a bissetriz by, (X +Y = 0)
ou pode ser qualquer ponto da reta AB (X — Y — 2 = 0), o que vai
acontecer parac = —2, quando A =A' e B =B'".
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436.

437.

YA

Suponhamos que a reta r coincida com o eixo x e que o ponto O
esteja sobre o eixo y, tendo ordenada y,, com yg, > d.

Seja M(X, Y) o ponto da circunferéncia de centro C(a, b), variavel,
com diametro d e passando por O(0, y). Temos:

CM1lx=>a=X (1)

d d
dC‘M—Eﬁb_Y—E (2)

d d2
doc=% = a® + (b — yo) =7
Substituindo (1) e (2) em (3), vem:

d 2 g2
2+ + = — ) _
X (Y 2 Yo =7

edai X2 + Y2 + (d — 2yp)Y + yolyo — d) =0,
que é a equacao do l.g.

Conclusao: o I.g. é a circunferéncia de centro (O% — yo) e raio %

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Sendo OP = 3 - AP, temos:
OP =VX2+Y2=3-V(X—2)2+Y2

e dai vem
2X2+2Y2-9X+9=0

que € a equacgao do l.g.

T 9 .3
Conclusao: o I.g. € a circunferéncia de centro (Z O) e raio s
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YA
X =2
M(X, Y)
Q2. y)
2 x

Seja M(X, Y) pertencente ao l.g. Temos que M é ponto médio do
segmento PQ, entao:

X = XP‘;XQ _ X‘;2 e Y = VPZYQ _
e dai vem:

X=2X—-2ey=Y.

Como P esta sobre a circunferéncia de centro C(—3, 1) e raio 3, temos:
(X+32+(y—12=9

y

e dai vem:
2X—2+32+(Y—-12=9
AX2 + Y2 + 4X —2Y — 7 = 0,

que € a equacgao do I.g.

P yA

\
A——

Seja P(X, Y) pertencente ao I.g.

xY

Consideremos, por P, as tangentes a elipse x2 + 4y2 = 4 (1). As
tangentes tém equacgao da formay — Y = m(x — X) (2). As equacdes
(1) e (2) devem formar um sistema que tem um s6 ponto comum.
Substituindo y de (2) em (1), resulta:

X2+ A(Y + mx — mX)2 = 4
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441.

e dai

(1 + 4m?)x2 + 8m(Y — mX)x + 4[(Y — mX)2 — 1] = 0,

que deve fornecer um unico valor para x.

Entao:

A =0 = 64m%(Y — mX)2 — 16(1 + 4m?)[(Y — mX)2 — 1] =0
edai —(Y = mX)2 + (1 + 4m2) = 0

ou seja, (4 — X)m2 + 2XYm + (1 — Y?) = 0.

Essa equacao fornece os coeficientes angulares das duas tangen-
tes por P, que sao perpendiculares.

Entao, o produto das raizes dessa equacao € —1, ou seja, :AL, : Ii =
= —1 e finalmente X2 + Y2 = 5, que é a equacao do |.g.

YA

Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. e seja Q(x, y) a interse¢ao de AP com
a mediana BM.

A 1
Como%=5, temos:
XQ_XA 1 x—0 1
A S e B —— = —X
Xo — Xp 2:>x—X 2:>X
- 1 -0 1
Yomva 1 _y-0_1_ _

Yo~ Y 2 y—-y 2

Como Q percorre a mediana BM cuja reta suporte tem equacao
x—y+1=0,temos: (—X) —(=Y)+1=0edai —X+Y+1=0.

Notemos que —1 <=x<0 e O<y=<1 (poisQestaentre MeB) e,
entdo,0=X<l1le -1<Y=<O.

Conclusao: o l.g. é o segmento dereta —X +Y + 1 = 0 de extremos
(0, —1) e (1, 0).
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<Y

\B

O ponto A, variavel, tem coordenadas (O, y).

O ponto M, médio de AB, tem coordenadas (x, O).

O ponto B, pertencente ao I.g., é (X, Y).
Devemos ter:
Xa T Xg Ya T Vs _
NS (U edyy =2
entao:
+ +
:0 X(1)7O:y Y(2)eX2+y2:a2(3).
2 2
Tirando x de (1), y de (2) e substituindo em (3), resulta:
2
(%) + (—=Y)2 = a2 e dai X2 + 4Y2 = 4a2, que é a equacao do |.g.
X2 Y2
Conclusao: o I.g. € a elipse de equacao reduzida + —=1.
4a%2 a2

2 2 _
dpp, t dpp, =

4r2

X=n?+y2+ X+ +y>=4r2 = x2 +y? =1

YA

T

xy
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445.

446.

Se A(a, 0) e B = (0, b), a equagao segmentaria de r é % + % = 1.
2 1
Como Q(2, 1) esta em r, devemos ter . + Yy =1. (1)
- [(a b
As coordenadas de M sao 55
Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. Como M é médio de PQ, entao:
Xp + Xg a X+2
=— - = =X+2 (2
M= 2" 7@ @)
Yp t Yo b Y+1
=— — = =Y+1
Ym 5 > 5 = b (3)
Substituindo (2) e (3) em (1), resulta:
2 oy B ~
X 1o + V1 =1 e dai XY = 2, que é a equagao do |.g.
Conclusao: o I.g. € uma hipérbole equilatera.
Seja P(X, Y) a intersecao de ry com r».
Temos:
my = Y-0_Y e
7 X-0 X yA
S Y-o Y
27 X-2 x-2° r r
Como mf + mg = 1, resulta:
\% 2 ( Y )2 B
(Q’+x—2 =1
e dai (0, 0) PN
X2Y2 — (X — 2)2(x2 — ¥2) = 0,
que € a equacgao do l.g.
hi
k4
1
2m
1 k T
27
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A area da superficie lateral de um cilindro é dada por A, = 2mrh. Fi-
xando o valor de A, em k, os cilindros que possuem area lateral igual
a k tém dimensoes r (raio de base) e h (altura) tais que 2wrh = k,

. K .
ou seja, rh = o Variando r e calculando h, obtemos os pontos da
e

hipérbole equilatera da figura.

447.  y

a) Seja C(a, b) o centro e seja R o raio
de uma dessas circunferéncias.
Devemos ter:

R=aeR2=Dp2+1

Entao:

a=R (1) eb=vRZ—-1. (2

Portanto, a equacao da circunferéncia fica sendo
(x—R2+(y—VR2— 1) = R2

b) Eliminando R entre as equacoes (1) e (2), resulta:
b=1+va2— 1 ou ainda a2 — b2 = 1.

448. Z=X+tyi
z—2i=x+(y—2)

|z —2i| =Vx2+ (y— 2)2

z-2i|=2 =2 N+ ([y—2P=2 = x2+(y—2?=4,
que é a equagao da curva cujos pontos representa z. Trata-se da
circunferéncia de centro (0, 2) e raio 2.

449, yA

X

Aequacaoderéy= mx.Aequacao
1
daretaséy—0= _H(X_Af)'

O ponto A', intersegao de r com s,
esta nas duas retas e, entao, sa-
tisfaz as duas equacodes. Eliminan-
do m entre as equacoes, temos:

A(4, 0)

y = (—%)(x — 4)edaix® +y? — 4x = 0.

Conclusao: o I.g. € uma circunferéncia de centro (2, 0) e raio 2.
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450. x2—-y?+x+y=0
Fatorando, temos:
X =y)x+y) +(x+y) =0

x+y=0
X+yYyWx—-y+1)=0 = {ou
x—y+1=0

que sao duas retas concorrentes e perpendiculares.

451. y2—xy—-6x2=0
Resolvendo a equacao em y, vem:
A =x2 + 24x2 = 25x2
X £ bx
2

y = = y =3x e y = —2x (retas pela origem)

452, x2+2xy+y2-9=0
Fatorando, vem:

x+y—3=0
X+y)?P—-9=0=(x+y—-3)x+y+3)=01ou

X+y+3=0
\y‘
3

-3 3

<

453. 6x2—6y2+5xy —6x +4y=0

x

Resolvendo a equacao em x, vem:
6x2 + (By — 6)x — 6y? + 4y = 0.

A deve ser um quadrado perfeito para que a equacao represente uma
reunidao de retas.

A = (By — 6)% — 24(—6y? + 4y) = (13y — 6)?

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Portanto:
3
3Xx—2y=0= m1=5
« = —5y + 6+ (13y — 6) N
12 ou ,
2x+3y—-3=0= My = —=

my = _mig = retas perpendiculares.
454, a) x2+8x+15—-xy—3y=0
Fatorando, temos:
X+3)x+5 —yx+3)=0=>x+3)x—-y+5) =0
r:x+3=0= #myry LOx
raX—y+5=0=m,=1
Entdo, r, // by Portanto, r, faz um angulo de 45° com os eixos
Ox e Oy.

Como ry // Oy, entdo o angulo O entre r; e r, € %
b) 3x2 — 3y2 +6x — 2y + 8xy =0

Resolvendo em x, temos:

3x2 + (6 + 8y)x — (By2 +2y) =0

A = (10y + 6)2
3X—-y=0=my =3
-6 -8yt +
_ 6 — 8y 6(:LOy 6):> ou

X
1
X+3y+2=0= My = =3
1 ~ . T
Como m; = ~ . as retas sao perpendiculares = 6 = >
2

c) 25x2 +y2 —10xy +5x —y =0
Fatorando:
Bx —y)2+(Bx—y)=0

Bx —y=0=>my =5
(5x—y)(5x—y+1)=0<ou
Bx —y+1=0=my,=5

m, = m, = retas paralelas = 6 = 0.
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455. 2x>+my? +2xy + 10x + my + 4 =0

Resolvendo em x, vem:

2x2 + (2y + 10)x + (my2 + my + 4) =0

A= (2y + 10)2 — 8(my2 + my + 4)

A= (4 —8m)y? + (40 — 8m)y + 68

A é quadrado perfeito se A' = 0.
A'=(40-8m)2—4-684—-8m =0 = m=-12 + 234

456. Xy =2

Comparando com a forma tedrica Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F =0,
temos:A=B=D=E=0;C=2;F=-2.

2A0 C D
a=|C 2B E|=>a=4 a#0,B <0 = hipérbole
D E 2F

B=4AB-C2 = p=—-1

457. x2—-2xy—y2=0

Resolvendo em x, temos: x2 — 2yx — y2 = 0.
A= (=2y7 + 4y* = 8y

1++2
X = y
2y + 2\2y 2
N
X_1—V§
> y

A equacao representa a reuniao de duas retas.

458. x2+16y?+2mxy—1 =0
Comparando com a equacao tedrica, temos:
A=1,B=16,C=2m,D=E=0,F = —1.
a=-128+8m2 = a#0sem#*—-4em+4
B =4AB — C2 =64 — 4m?2
vy=A+B=17
Nessas condicdes, temos:
m=—-4oum=4 = a=0e =0 = duas retas
—4<m<4 =a#0epB>0 = elipse
m<—-4oum>4 = a#0ep <0 = hipérbole
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2 2 2 2
X 2, X y
459. ? + F =Cc° & 2202 + b2c2

=1 = elipse

460. y—-2x2—-7x+8=0 < y=2x2+ 7x — 8 = paradbola

X2 y2
461. — +
9 4 +m

A equacao representa uma hipérbole se 4 + m <0 = m < —4.

=1(m# —4)

462. x2—-y?2+x+y=0
Fatorando, temos:
X+yXx=y)+x+y)=0=x+y)x—-y+1)=0
{x+y=0:> my = —1

(reunido de duas retas perpendiculares)
X=y+1=0=>my=1

463. x> -6x+8=0

Fatorando, temos: (x — 4)(x — 2) = 0.

-4=0
{X 5=0 (sao duas retas paralelas ao eixo Oy)
X — =

464. x2+2xy+y2—-1=0
Fatorando, vem:
xX+y)2-1=0=x+y—-1x+y+1)=0
{x+y—1=0:> m; =—1

(sao duas retas paralelas)
X+ty+1=0=>my,=-1

465. x> —-3xy+2y2=0
Resolvendo em x, temos:

2—-3yx +2y2=0
X ¥ y }:>x=2youx=y

A=y2
(x = 2y)(x —y) = 0 (reuniao de duas retas concorrentes na origem
do sistema)

466. 4x2—-9y?2=0

(2x — 3y)(2x + 3y) = O (reuniao de duas retas concorrentes na ori-
gem do sistema)
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467.  y?2 =2xy — x?
X2 —2xy +y2=0
Fatorando, vem:
(x —y)2 =0 = x =y (bissetriz dos quadrantes impares)

468. x2+2ayx+y2=0
A = 4a%y2 — 4y? = 4y2(a2 — 1)

A equacao representa a reunidao de duas retas se A é quadrado
perfeito.
Entdo,a® —1 >0 = a< —1oua>1,ouseja,|a| > 1.

469. fix,y) =8g(x,y) = f(x,y) —gx,y) =0 = ax+by+c=0,coma # O,
entao a equacao f(x, y) = g(x, y) representa uma reta que contém em
particular os pontos em que f(x, y) = 0 = g(x, y), ou seja, 0s pontos
de AN B.

470. x2—4x+y2+4y+11=0
(X2 —4x+4)+ (> +4y+4)+3=0
x—22+(y+22=-3
Esta igualdade é impossivel, pois 0 1°¢ membro € maior ou igual a
zero e 0 22 membro € negativo, entao a equacao dada representa
um conjunto vazio.

471. x2+y2—2x—6y+10=0
X2—2x+1)+(y2—-6y+9) =0
x—12+(ky—-32=0
entdo s6 o ponto (1, 3) satisfaz a equacao dada.

I\==\D]lj= — Demonstracdo de teoremas de Geometria Plana

474. y 1) P é ponto médio de AB:

C(c, d) b
o(2.0)
M 2
M é ponto médio de BC:
> b+c d
A(0, 0 P B(b, 0 —J.
0, 0)] (b, 0) x M( 5 2)

100
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2) Vamos determinar o coeficiente angular de cada uma das retas

AC e PM:
m_.:i
AT
% g mic = May = PM // AC
mmzm:?
2 2

3) Calculemos a medida dos lados AC e PM:

dAC:V02+d2 1
/(b b+cf (—ﬁz vzt 2 | 9m= 5 e
dem = [ |5 — =) =%
2 2 2 2
475. v
Q

1) Determinemos os pontos M e N médios das bases:

a b+d
M—(E,O>eN—(—2 ,c).

2) Determinemos o ponto P, interse¢ao das diagonais AC e BD.

A equacdo da reta AC é cx — by = O e a equacdo da reta BD é
cx + (@ — d)y — ac = 0. Resolvendo o sistema formado por essas
duas equacoes, temos

P—( ab ac )
“\a+b-d a+b-—d/
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3) Determinemos o ponto Q, intersecao dos lados AD e BC.

A equacao da reta AD é cx — dy = O e a equacao da reta BC ¢
cx + (a — b)y — ac = 0. Resolvendo o sistema formado por essas
ad ac

a+d—-b"a+d—-b/

4) A equacao da reta MN é 2¢cx + (@a—b—dy—ac=0.
Provemos que P e Q estao na reta MN:

2cxpt+ (@ —b—d)yp—ac =

duas equacoes, temos Q =

abc c
T2 Grp_a @ P T g acT
1
= + - - - + - =
aib_d [2abc +(@a—b —d)ac—(a+b—d)ac]=0
2cxg+ (@—b —d)yg—ac=
acd ac
= _ — _ - - —
atd_p @ Pod T mac
1
= ——— —+ — — — + — = .
2T d-b [2acd + (@a—b —d)ac—(a+d—Db)ac]=0
476. X | E
b, 0)
G . -~
» L
L D(d, e) L’
F /’ /, \\‘\
A(0, 0) B(a, 0)

1) Determinemos os pontos M e N médios das diagonais:
b c at+d e
MZ%&%N=<2’9-
2) Determinemos o ponto E, intersecao das retas que contém os
lados AD e BC:
equacao de AD: ex — dy =0
equacao de BC: ox + (@a—b)y—ac=0

acd ace )
ae —be +cd’ ae —be +cd

solucao do sistema: E =
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3) Determinemos o ponto F, intersecao das retas que contém os
lados AB e CD:

equacao de AB: y=0
equacao de CD: (c—e)x+(d—Db)y+(be —cd)=0

solucao do sistema: F = (u, O)
e—=c¢
4) Determinemos o ponto G, médio de EF:
_ 2bcde — ac?d + abe? — b2e? — c?d?

1
Xg = — (Xg + Xg)

2 B 2(ae — be + cd)(e — ¢)
Ly
Yo = 5 VET YN = 56 — be + cd)

5) A equacdo da reta MN é 2(c — e)x + 2(a + d — b)y + (be — ac —
—cd) = 0.

Provemos que G esta em MN:

2c—e) - xgt+2@+d—Db) yg+ (be —ac —cd) =

_ —2bcde + ac2d — abe? + b2e? + c2d? | ace (@a+d—Dhb)

ae — be + cd ae — be + cd

(be — ac — cd)(ae — be + cd)

+ = 0.
ae — be + cd
477. yA
C(c, d)
h,

A0, 0) B, 0) x

(1) Determinemos h, L BC:

_b-c
mBC o b :>mha d
A(0,0)Eh, = y— 0= ;C (x - 0)
b—c¢
hyy= r
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478.

(2) Determinemos hy, L AC:
d ¢

MEg=—>=>m, =——
AC T o hp d

B(b,0) E hy = y— 0= —%(x—b) = (hy)y = —%x+%.
(3) Determinemos h., L AB:

h, € uma reta por C(c, d), perpendicular a Ox.

Entdo, h, = c.

(4) Determinemos h, N hy N he:

b—c
== ()
C bc
—_— + —_—
y=—gx+t— @
x=c¢ (3)
- c(b —c) .
Substituindo (3) em (1), vem:y = g que satisfaz (2).

clb—c
Portanto: I(c, %) é o ponto comum das trés alturas.

vy
C(c, d)
m;y
P .
N
ms
ol B(b, 0)=
A(0, 0) M X
m;y

1) Determinemos a mediatriz m, L AB em M, médio de AB:

b
M(E' O); m, € reta perpendicular ao eixo Ox, por M:

mq: X _B
1. 2.
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2) Determinemos a mediatriz m, L BC em N, médio de BC:

N<b+c 3>-m~=L:>m _b-c
2 '2)7BC T c—p Mg
. d b-c b+c
My =5 = 7qg "2

b-c b? —c? + d?
= myy = . X — >d

3) Determinemos a mediatriz ms L AC em P, médio de AC:

B ¢
mAC——:>mm3 —F
meiy — S = L) & my = S CEE
YT T 2 #Y =Ty 2d
4) Determinemos m4 N my M Mg:
b
== (1
x=7 (1)
b—c b2 — ¢2 + g2
= - 2
a 2d )
—c_ c2+d?
X = dx >d (3)
¢ +d?2—bc

Substituindo (1) em (3), obtemos y = , que satisfaz (2).

2d

c2 +d?2 — bc

b . . _
Portanto: I|—, >d € 0 ponto comum as mediatrizes do

2
triangulo.
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