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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 8,
Limites/Derivadas/No¢oes de integral, da colegcao Fundamentos
de Matematica Elementar.

Cada volume desta colecao tem um complemento para o pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solucao dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeicoar continuamente os Complemen-
tos. Estamos abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser
encaminhadas através da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colabo-
racao na redacao das solucoes que sao apresentadas neste
Complemento.

Os Autores.
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VKol — Funcoes

* fg((XX))ZXZ;j 1} = (gofx) = gfx)) =2x — 1)+ 1=2x— 1
x € A= {1, 2, 3}; temos:

x=1,(gohHx)=2-1-1=1
x=2(gofix)=2-2-1=3
x=3,(gofix)=2-3-1=5

Portanto: {(1, 1), (2, 3), (3, B)}.

5. f(x) = x3
gx)=x+1
gof)(x) = g(f(x)) = x3 + 1

fof)x) = (x3)° = x°

(8of)(x) =

(fog)(x) = flg(x) = (x + 1)3

(
(Bog)X)=(x+1)+1=x+2

6. f(x) =x+ 2
gx) = x2
h(x) = 2%

Obtemos, inicialmente, g(f(x)) = (x + 2)2.
Entdo: hg(f(x))] = 2%+ 27,

Obtemos, inicialmente, g(h(x)) = (2X)2 = 22,
Entdo: flg(h(x))] = 22 + 2.

7. a) F(x) = [x? + 1]
X=X+ 1 =D+ A =M00 =x* + Legx) =
9

b) F(x) = sen (x2 + 4)

x—f—x2+4 — sen (x2 + 4) = f(x) = x2 + 4 e g(x) = sen x
9

c) F(x)=tgx3
x?x3—»tgx3:>f(x)=x3eg(x)=tgx
g

d) F(x) = tg2 x
x?tgx—»tg2x=>f(x)=tgxeg(x)=x2
9

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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e) F(x) = 200sx

x—f»cosx — 2005X — f(x) = cos x e g(x) = 2X
9

f) F(x) = sen 3*
x—f»3x—»sen 3 = f(x) = 3* e g(x) = sen x

]
8. F(x) = cos 2x 3
x—f»x+ 3—»2X+3F»cos2x+3:>f(x)= X+ 3,g(x) = 2*e h(x) = cos x
g
9. a) f~x) = {@', a), (b', b), (c', c)}
b)

¥ |

<

g é funcao g~ ' ndo é fungao
g néo é inversivel
c) h(x) =1 —5x < y=1— bx é bijetora.
Trocando as variaveis x por y e isolando y, vem:
1—X
5

x=1—5y=>y=%:>h‘1(x)=

d) i(x) =x3— 2o y=x3— 2 ébijetora.

Trocando as variaveis x por y e isolando y, vem:
x=y3—2oy=Ux+2=ilx=Vx+ 2.

e) jx): R. — R4, j(x) = X2 &y = x2 é bijetora.
Trocando as variaveis x por y e isolando y, vem:
x=y2=y=+x.

Mas, como j~1(x) : R, — R_, entdo j~1(x) = —Vx.

f) p(x) = %@ y = %é bijetora.

Trocando as variaveis x por y, y ja fica isolado e, nesse caso, temos

y === pi) = pix).

X, x<1(1)

X;31<xs3@

x2—7,x>3(3)

10. f(x) =

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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D y=x,x=1
x+ 1 1+1<x+1<3+1

(@ y="F5"1<x=3="7 <>

Trocando as variaveis e isolando y, vem:

+1
x =2 >
B)y=x2-7,x>3=2x2>9=2x2-7>9-T=y>2
Trocando as varidveis e isolando y, vem:
x=y2—-T7oy=\Ix+7,x>2.

X, sex=1

fFix)=12x—1, sel <x<2

Vx+ 7, sex>2

11 o= 2x- 3 fipg =253
g =Vx—1=glx)=x3+1

3 3 2
(gfloffl)(x) — gfl(f’l(x)) _ (X '; 3) +1= x> + 9x 4’827X + 35

S>1l<y=<?2

Sy=2x—1,1<x=<2.

12. f:R¥— R, f(x) = log Vx <y = log Vx
Trocando as variaveis e isolando y, vem:
x = log Vy & 10 =y < 10> = y = f~1(x) = 102~

B O - X - X
13. f.[ 2,2} [—1, 1], f(x) sen2<:>y sen2
Trocando as variaveis e isolando y, vem:
X = sen%@%z arc sen x &y = 2 arc sen x
f~1(x) = 2 arc sen x
o\ VKNI — Limite
15. [fix) — 5| < 0,0l < [3x+2—-5|/<0,01l & 0.01
o 3x—3|<0,0le3-|x—1/<0,01 & |x — 1] <’T
Portanto: 0 <8 < %
16. |5 — 2x — 9] < 0,001 & |—2x — 4| < 0,001 &

o 2|-x — 2| < 0,001 & |-x — 2| < 0,0005
Portanto: 0 < & < 0,0005.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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17.

18.

20.

o xX-1 0 x+1x—-1)
f(x)_x+1_ x+ 1 =x-1
x — 1+ 2| <00l |x+ 1] <0,01

Portanto: O <& < 0,01.

92 —-4  (BX+2)Bx—2)
f(x)—3x_2— 3 — 2 =3x+ 2

13x + 2 — 4] < 0,0001 & |3x — 2| < 0,0001
2‘< 0,0001@‘x— %‘<M

Y 3
Portanto: 0 <o < %

(:)3~‘

a) lim (4x—1)=7

X—2

Devemos demonstrar que:
Ve>0,38>0]|0<|x—2|<d=|4x—1)— 7| <e.
Temos:

(dx — 1) — 7 <es|dx— 8| <ee=idx—2<ee
€

<:>|x—2|<4

Assim, sendo & = % vem:

Vs>0,38=%|0<|x—2|<8:>|x—2|<%
S |Ax— 8l <e=|dx—1)— 7| <e.

b) lim (4 —2x)= -2
x—3
Devemos demonstrar que:
Ve>0,38>0|0<|x—3|<d=|4—2x) + 2| <e.
Temos:
(4-2x)+2<eo|6—2x<ee?2B83-x<eo

€

E.

S4x-2l<e=

o2xk—-3l<esx— 3| <

Assim, sendo & = % vem:

V£>O,36=%|O<|x—3|<8=>|x—3|<%

=5213-x<e=6-2x<e= |4 —2x) + 2| <e.

c) lim (3x—2)=-5

x— —1
Devemos demonstrar que:
Ve>0,38>0|0<|x+ 1 <8=|Bx—2)+ 5| <e.

=>2x—3|<e=

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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Temos:

|(3x—2)+5|<e<:>|3x+3|<e<:>3lx+1|<e<:>|x+1|<3.

3
Assim, sendo & = %, vem:

_£ £
Ve>0,516—3|0<|x+1|<3

=[3x+3]<e=|3Bx—2)+ 5| <e.

S3x+ 1l <e=

22, a) lim x2=4

X— 2

Devemos provar que:
Ve>0,38>0]|0<|x—2|<d=|x2— 4| <e.
Temos:

-4 <e=>—e<x2-4<e=>4-e<x><4+e.

Suponhamos que o valor de 8 que queremos encontrar seja me-
nor ou igual a 2, isto é:
0<|x—2|<d=<2=x—2|<2=>-2<x—2<2=0<x<A4.
e' =g, se0<e<4
0<e' <4, see=4
d—e<d4—g <X2<4+4+e'<4+e=20<4—-¢' <X2<4+¢'>
sVA—¢eg <Xl<Va+e=Va-¢e <x<Vd+e =

Sendo €' > 0 tal que temos:

x—2l<V4+¢ -2
=2V4—¢g'—2<x—2<V4+¢e —2=1e
x—2]|<2—-V4 —¢

Notando que:

O0<VN4+¢e —-—2<2—-—V4—¢ <2, temos:

paratodoe> 0,38 =V4+¢ —2>0,

g=gse0<e<4

emque{0<£'<4,se£>4
talque 0 < |x — 2| <8 = |x2 — 4| <e.
De fato:
O<|x—2|<d=x—2|<VNd4+e —-2=
sVa-—¢g-2<2-Va+eg<x-2<V4+¢ -2=
=>V4 - —2<x—2<VN4+¢ -2=
sVa-g<x<Va+eo4-¢e<x2<4+e=
S e <x2-4<eg=|x2-4<e <e.

b) lim (x2+ 1)=10

x— —3

Devemos demonstrar que:
Ve>0,38>0|0<|x+3|<d=|x2+1)— 10| <e.
Notemos que:

(x2+1)— 10| <e=x2—9|<e=> —-e<x2-9<e=
=9 —e<x2<9+e.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Suponhamos que o valor de & que queremos encontrar seja me-
nor ou igual a 3, isto é:
0<|x+3]<8<3=|x+3|<3=>-3<x+3<3=-6<x<0.
Sendoe' >0talquee' =ese0<e<9oul0<e <9see=9,temos:
9-e<9-e'<x2<9+e'<=9+e=0<9-¢'<x?<9+¢e'=>
2Vo—eg <X <Vo9+e =-Vo+e <x<-—V9-—¢ =
:3—\!94—8‘<x+3<3—V9—e':{:iigllz?/9Ti,_83
Notando que

0<V9+ ¢ —3<3—19 — ¢' < 3,decorre que, para todo € > 0, existe
d3=V9+ ¢' —3emquee' =ese0<e<9ou0<e' <9see=9,tal que:
O<|x+3l<d=x+3<V9+¢ -3

=23-V9+e' <x+3<V9+¢e' —-3<3—-V9—¢'=
=3-V9+¢g <x+3<3-V9-—¢

= N9+e <x<—\N9—-¢g=>9—-¢e <xX2<9+¢' =

> - <x2+9<eg =>x2+9<¢e <.

lim (1 —-x%)=-3

X— 2

Devemos provar que:
Ve>0,38>0]0<x—2/<d=|1-x2)+3|<e
Notemos que:
(1-x)+3|<eold—x<eox2-4<e=

S —e<xX2—4<ege=>4-e<x2<4+e

Sendoe' > 0,talquese 0 <e < 4,entdaoe' = eousee=4entao
0 <¢e' < 4,temos:

4—e<s4—-e' <xX2<4+e<=4+e20<4—-¢e'<xX2<4+¢e'=
sV4a—g <X <Va+e =2Va-—¢e<x<Va+e =

Xx—2<N4+¢ -2
=>V4—e—-2<x—2<V4+¢e -2=1e
x—2/<2-+V4—-¢

Notando que 0 < V4 +¢&' —2 <2 — V4 —¢', vem:
paratodoe>0,38=V4 +¢' —2,emquee =ese0<e<4ou
O<e <4dsee=4,talque0<|x—2|<d=|x2-4|l<ee
o4 - x| <e.

De fato:

O<lx—2l<d=|x—-2|<Vd4+e -2=

=>V4—¢e —2<2—-V4+eg <x—2<VN4+¢' —-2=
=>V4 - —2<x—2<VN4+¢ -2=

=2V4—g <x<V4+e' 24— <xX2<4+e =

> g <x2-4d4<eg=|-4<egold-x|<e<e

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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24. lim =

Devemos provar que:
Ve>0,38>0|0<x—-1<d=
Notemos que:

6
|x+2 x+2_2<€:>2_8<x+2
Considerando ¢' > 0,talquee' =ese0<e<2o0ul<e <2se
e = 2, temos:

6
x+2_2‘<8'

_2|<s:—s< <2+e.

2—egs2—-¢g'< <24+ =24+e=

X+ 2
. 6 . 1 X+ 2 1
:>O<2—£<X+2<2+e:>2_£,> 5 >2+s':>
6 6 6 6
:>2 >x+2>2+8 5 —3>x—1>2+8,—3:>
3¢ 3, Ix—1|< ;
e _
:2—s'> B
|X_1|<2+e
3¢’
Notandoque0<2+e 2_ ,paratodoe>05|8—2+£,>0,
emquee —¢g,s5e0<e<30ul<e <3,see= 3, tal que
< &.
De fato:
O<k—1l<d=lx—1] <=t
2+ ¢
-3¢’ 3¢’ 3¢’
Core T ltaiec2—e7
-3¢’ 3¢’ 6
:2+£,<x—1<2_8,:2+8,—3<x+2<2_8,—3:
6 1 X+ 2 1
:2+8'<X+2<2—8':>2+8'< 6 <2—£'=>
[ ' ot 6 _ [
:>2—£<X+2<2+s:> 8<x+2 2<e' =
T < g =&
25. im X2 _ 4
x—2 X—1
Devemos provar que:
Ve>o,36>o|o<|x—2|<6:>|§fi—4|<s.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Notemos que:
‘X+2—4‘<£:>—e<x+2—4<£:>4—e<x+2

x—1 x—1 x—1
Considerando €' > O,talquee' =ese0<e<4o0ul0<e <4se
€ = 4, temos:

<4 + €.

4—8S4—s‘<iti<4+s'$4+s=
:O<4—8'<X+2<4+8'.
x—1
Considerando ainda que:
X+2 x—1+3 x—1 3 3 .
x—1 x—-1 _x—1+x—1_1+x—1’vem'
0<4—-¢'< 3 +1<4+e=53-¢e'< 3 <3+e' =
x—1 x—1
1 x—1 1 3
=3¢ 3 3+eo3-¢ * 1733 ¢=
3 3 e' —g'
:>—3_€,—1>x—2>3+€,—1:>3_8,>x—2>3+8,:>
8'
x 2|<3—£'
= je
Sl
|x 2|<3+£,
Notandoque0<3ig,<—358,,temosque para todo € > 0O,
38=3i8,>Oemquee'=e,se0<s<4ou0<e'<4,ses>4,
tanue:O<|x—2|<8:|§J_ri—4|<e.
De fato:
8’
O<|x—2|<8:|x—2|<3+£,:
_8’ 8’ 8|
:3+8'<X_2<3+8'<3—8':>
—¢' ' 3 3
:3+8,<x—2<3_£,=>3+8.—1<x—2<3_8,—1:
3 1 x—1 1
=370 X 13— o=35¢ 3 “3-¢
:3—8'<—3 <3+e'=24-¢< S +1<4+¢e =
x—1 x—1
:4—s'<x+2<4+s':>—s'<—x+2—4<e’:
x—1 Xx—1
:|§ti—4|<e’ss.

B Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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26. lim x3=1

x—1

Devemos provar que:
Ve>0,38>0|0<x—1<e=|x3— 1<

Notemosque 3 — 1| <e= —e<x3—1<e=1-e<x3<1+e.
Suponhamos que & < 1:
O<|x—-1<d=s1=@x-1<l=-1<x-1<1=
=0<x<2e,sendoe'>0talquese0<e<1,e'=€cousee=1,
entao 0 < ¢' < 1, temos:
l-e<s1-¢e<x3<l4+e=<1+e=20<1-¢<x3<1+¢'=
:>3\l1—£'<x<31+£':>

. . k-1 <¥1+e -1
=2V1l—-¢ —-1<x—1<3Vl+e —-1=1e
k-—1<1-V1-¢

Notando que0<1—3</1—e‘<3{/1+e‘—1<1,temos que para
3

todoe>0,386=1—-V1—¢€,emquee =¢,se0<e<1ou

O<eg <lsee=1,talque0<|x— 1| <d=|x3—- 1| <e.

De fato:

O<lx—-1<s=x—-1<1-V1-¢ =

V1-¢g-1<x—-1<1-Vi-¢eg<Vl1+e-1>

=>31—s‘—1<x—1<3\/1+e‘—1=>

sVl <x<Vl+e=1-eg<x3<1il+e=

S <x3-1<eg=3-1l<e <e.

U]

28. a) Iiml(4x2—7x+5)=4-12—7-1+5=2
o
.
b) Iiml(x3—2x2—4x+3)(=)(—1)3—2-(—1)2—4-(—1)+3=4
Jim
o im X2 W J, XD 32042
x—2X2—6Bx+5 Iim2(x2—6x+5) 22-6-2+5
o
.8 __8
3~ 3 o (e )
G im PB4 AR S
X— —1 2x + 1 lim (2x + 1) -1

x— —1

lim (x2+ 2x — 3)

e lim X2+ 2x— 3 (L) x—-3 _0 _,
X — —3 5 — 3x Iim3 (5 — 3x) 14
m
9 iim <3x2—2x—5>3<L:e>[|_ <3x2—2x—5)]3(|-:7)
x—2\—X2+3x+ 4 x—2 \—Xx2+ 3x + 4

8 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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. 2 _ 3
_ XI|_rJr12(3x 2x — 5) (:)[i]3z<£)3:£
|im2(—x2+3x+4) 6 2 8
on
. 3 _ 2 _ _ 2
| Iim( —3x2—2x—5>2(L:6) Jim, b — 3 — 20— 5)1
& M\ x+2 /) O im (22 = 9x + 2)
o

_[64—48—8—5]2_i]z_[_ir_g
|7 32-36+2 “1=2] T 2| "2

. 22 + 3x — 4 (Ls)/ _ 2x2+3x—4> (L)
lim —_— lim (&&¥—————

h) X— —1 5X_4 Xx— —1 5X_
i 2
CJmy (2x2 + 3x — \/2 3= 4 \/ 5 [5 15
B lim (5x — 4 N9 3
x— -1
) \/3x3 5x2—x+2(L:8>3/ i 35— x+ 2 (L)
x—>72 4x + 3 X— —2 4x + 3

lim (4x + 3) —8+ 3

X— =2

i 3 _ 2 _
SJXL'”‘_Q(:%X X X+2)(T) —24-20+2+2 _

= _40 - Vg =2
lim V2x2 + 3x + 2

) i [2REHE2 W) (Le
DN e = ax im (6 — 4)

X— 2

i 2
] Jim (2 4 3x + 2) m[sr6+2 16 _
N lim (6 — 4x) 6-8 -2
X— 2
X2 —-1 . x+Dx-1) B
30. a) XIEnl 1 —XI[n1 p— —XIEn1 x+1)=2
. 4—-x2 2-x2+x . o
b) xerlQ 2+X _xln’l2 2+X _xlnl2(2 X)_4
o 4x2—-9 (2x—=3)2x+3) . _
c) XILmi 3 XI_.mi o — 3 = XI|_>mi 2x+ 3)=6
2 2
X2 —4x+3 (x x—1) _
d) e T x—6 _xlina(x 3)x +2)
_ o X1 b,
o X+ 2 im x+2) 5
e

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

1
&) lim 2%+ Bx -3 _ 2<X—2)(X+3) )
2x2 — Bx + 2 =
x_.l X X X % 2(X—%)(x—2)
lim (x + 3) 1
_x—»% _54’3__1
T lim (x—2) 1 =73
X— = 5_2
1 3
f)  lim 6+ 1x+3 6<X+§>(X+§>_
2x2 — Bx — 12 =
T B W]
1
J— 3 _
= lim 3(X+3)_X*% 21
_X—’*i x—4 lim (x — 4) - _£ 11
I e 6t x+d) kXt
g Im Se—g = Im (x—1)x+ 1) e T X+ 1
lim (x> + x + 1
mbErxr1) g
lim (x + 1) 2
x—1
h tim SFX i 2+ x—2x+4) o xE-2x+4_
x——24—=x> x—-2 (2-%2+Xx m T«
m b gy
lim (2 —x) 4
x— =2
Lo x4 =16 . (x—2)(x + 2)(x2 + 4)
im =2 — _
i) XLr.nz 8 — x3 er.nz (x—2)(_x2_2x_4)
li + < i 2 4
:XE‘n?(X 2) x“—r-nz(x 4):4-8:_§
lim (—x? — 2x — 4) —-12 3
x—2
2(x—2)<x+i>
2 — —
32. lim 20X 2 lim 2/ _ lim 2<X+£>=5
X—2 X—2 X—2 X — 2 ‘D 2

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

33.

35.

37.

im 2CEXFO 2(X+3)<X+§)— lim 2(x+§)=
X— —3 X+3 X— —3 (X+3) X— —3 2
3\ ( 3\_ _
-2 (-3+2)-2(-3)--3
a) lim X3+ 3x2—x—3 im (x+ 1)+ 2x—3) _
x—-1 X3 —x2—2 x—-1 (x + 1)(x2 — 2x + 2)
X2+ 2x—3 4
= lim —5—F=—5=—7
x——1 X — 2X + 2 5
x3—6x—9 _ (x—3)(x2+ 3x + 3)
b) Im—m——7——F== 1| =
) M —&x—3 xins(x—3)(x2+3x+1)
~ i x>+ 3x+3 21
T X 3+ 1 19
&) lim 32+ 6x—4 _ i x—1Dx2—2x+4) _
x—1 X2 —4x2+8x—5 x—1 (x—1)(x2—3x+ 5)
= lim )(2—2—X+4:1
x—1 X2 —3x+5
) iim x4 —10x + 4 i (x—2)(x3+2x2+ 4x —2)
X — 2 x3 — 2x2 _x—~2 X2(X_2) -
— im XX+2x +4x—-2 11
_XI_.Q X2 B 2
a) lim X —3x+2 _ im x—D2+x-2) _
x—1 X*—=4x+3  x—1(x— 13+ x2+x—3)
— im +x-2 i xX-1Dx+2)
x—1 X3+ x2+x—=3 x—1(x—1)(x2+ 2x+ 3)
— 0 X+ 2 _ 1
M X ¥ 2x+3 2
X ACH 2 —12x—12 (x+2)(C+2x2—3x—6)
b) lim 3 > = lim =
x—-2 23+ T+ 4x—4 x—-2  (x+2)(2x2+ 3x—2)
o 3+ 2@ —-3x-6 . (x+2)(x2-3)
= lim 5 = |lim ———2— =/ —
T2+ 3x— 2 X T 2)2x — 1)
— im -3 _ 1
ey X — 1 5
X -x3—x2+5x+4 (x+1)C—2x2+x+4)
c) lim =

M T F A2+ 5+ 2 oMy x+ 1)(x2+ 3x + 2)

-2+ x+4 _ im x+ 1)(x2—3x+4) _
x—-1 X2+ 3x+2 x—-1  (x+ X+ 2)
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8

d)

38. a)

b)

c)

Fundamentos

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

_gim X=X +4 o
_x——fl X+2 -
x4+ 2x3 — 65x2 — 12x — 4

M o T T T 2 — 12x— 8

~im (x + 2)(x3 — 5x — 2) — i X-bx—-2
x—-2(X+ 2)(23+3x2 — 4x — 4) x—-223+3x2—4x— 4

x+2)x2—2x—1) = x2-2x—-1 7
Im = lim S - A — o
x——2 X+ 2)22—x—2) x——22®-x—2 8

2 2
X2 — X — a)(x +
im X287 gy X ZAXFA) 1 a) = 23
x—a X—a x—a X—a X—a

a?—x2 ) (@a— x)(a+ x)

lim —s——= = Ilim 5 N =
x——a a” t X Xa—a(a+x)(x —ax+a)
— im a—x _2a _ 2

x—-a X2—ax+a%2 3aZ 3a

o —1 o=t 24 x0-3 44 1)
lim ——— = Iim =
x—1 X—1 x—1 (x—1)

=lim (X" 1+x""2+x""34+ . +1)=1+1+1+..+1=n

x—1

n
oxm—1 x—xm-i4xm-24 4 1)
lim ———— = lim —) — =
x—1 X"—=1  x—1 (x—1DX" "1+ x2+ .+ 1)

XMl xm-24 41 m
= lim = —

x—1 X"TLEX1T2 4+ o+ 1 n

Coxn—an o x—alkltaxn 2+ 34 Lt an Y
lim = lim =
x—a X—4a x—a X—a
= lim (X" 1+ax""2+a%x" "3+ .. +a" 1=

X—a

=a" " l+a-a"?2+a2-an 34+ L +an =
=a" l+ant+an i+ 4+at=n-an "t

n
x"—am o (x—a)lkm it axm 24+ axm 34 . +am )

= lim =
x—aX'—a" x—ax—aX l+axn 24+aXx 34 +an?)
im XM~ l+axm-24a%xm 3+ 4 gn 1

x—a X7l ax" 24+ ax" 3+ L +an 1

a" " l+a-am " ?2+a2+a” 3+ .. +a"m ! m-am?

aml+a-a"2+a%-a" 3+ .+a”t n-an o
M am-n-—p-n =M gm-n
n n

de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

40.

41.

Vx -1 _ o (Wx—1)Wx+1) _

lim

L Ay Ny
= lim # lim 1 =i
et (x-1)Wx +1) ik b1 2
o) tim LVE=X (1-Vi—x1+V1-x) _
x—0 X x—0 (1+\/T)
= lim 1_(1_X) = lim
S T =TT
1
_xlﬂ.no 1+\/TX 2
o i Wx+3-2_ (Wx+3-2\x+3+2) _
=1 x—1 =1 x—Wx+ 3+ 2)
1
—X|@1W+2 4
d) fim V1 —2x—x2 — 1_ im (\/1—2x—x2—1)(\/1—2x—x2+1):
Mo x L N ]
—Xx(2 + x) _ —-x—2

=-1

= lim

S x—ox(1— 2x—x2+1)_x oI —x— e +1
Vi+x—V1i—x ) (\/1+x—\/1—x)(\/1+x+\/1—x):

e) lim —>——=2— |im
x—0 X ) x—0 x(V1+x+V1-x)
= lim :1

x=0N1+x+

8 iim Vox—Vx+1 o (Vox = Vx+ d)Vax+ Vx + 1)
x—1 x—1 x—1 x - 1)V2x + Vx + 1)
1 1 2

= lim = —

1 Nox+Vx+ 1 ov2 4
3-v10-x . (3=v10—-x)(3+ V10 —-x)

a) lim SN0 —x _ g =

x—=1 X -1 x=1  (x2 - 1)(3 + V10 — x)
= lim x—1 = Jim 1 -1
x—1(x—1)x+1)(3+V10—x) *—1(x+1)(3+V10-x) 12
o) fim 2= XL (2 - \/x+1)(2+\/x+1):
x=3 XF=9  x=3 (@ (2+\/x+)
= lim —x—3) lim 1
3 (332 + VXt 1) X~3(x+3(2+\/xT) 24
& lim Vx + 3 o (Wx+3-2Wx+3+2)

————— = l|lim =
x—1 X2—3X+2 x=1 (x2 - 3x + 2)Vx + 3 + 2)

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



43.

d)

e)

a)

b)

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

= lim x—1 = lim 1 :_i
~1x—1x—2Vx+3+2) x—1x-2\x+3+2) 4
2 4 (x2 (\/x+2—|—\/3x— 2)

lim

X
x—2\x+2—-V3x—2 xl~2(Vx+2 \V3x—2)(Vx+2+V3x— 2)

o X 2) +2)Vx+2+V3x—2) _

x—2 —2(x — 2)

= i, (x + 2)(Vx +_22+ Vax—2) _ g

im Vx2—3x+3 - Vx2+3x—3 _

om X2 —3x+ 2 B

~ im (\/x2—3x+3—\/x2+3x—3)(\/x2—3x+3+\/x2+3x—3):
x—1 (x2 — 3x + 2)(Vx2—3x+3 + Vx2+3x—3)

= lim O~ 1) =
x—1(x — 1)(x — 2)(Vx2—=3x+3 + Vx2+3x— 3)

= lim 6 =—2-3

x—1 (x — 2)(Vx2—3x+3 + Vx2+3x—3) 2

i Vox+1 —3 i (V2x+1 — 3JWx+1+3)Vx—2 +V2)

“TaVx—2-V2 r-s(Wx—2-V2)N2xt1+3x_2+V2)
_ o 202 +x/_)_ 2(2v2) 242

x—4 \2x+1 +3 3+3 3

i 410 +x Iim( —V10+x)(4 +V10+x)(2 +V10—x) _
x—62 — 10 —x x~6(2 V10 — x)(4 +v10 + x)(2 +V10 — x)
i 6-x2+V10-x) _ o 2+V10-x _
x=6 (=6 + x)(4 + V10+x) x~6 —(4 + V10 +x)
2+2 1

—4+4) 2
i V3x+4 —Vx+4 _
x=0  Yx+1-1
i AVBx+4 - Vx+a)V3x+4 + Vx+4)Vx+1 + 1)
x—=0  (Vx+1 — 1)V3x+4 + Vx+4)Vx+1 + 1)
o 20x+1+1) 2.2
x=0~3x+4+\x+a 212
im V2 +x—2 —Vx2—x+2 _
Xx=2 Vx+2-2

~im (\/x2+x—2—\/xz—x+2)(\/x2+x—2—\/x2—x—2)(\/x+2+2):
=2 (Vx+2-2)\+x—2+ W2—x+2)\Vx+ 2+ 2)

- 2(\x+2+2) _22+2)_,
x=2\2+x—2 + \x2—x+2 2+2
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MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

44, a) I|m _Xf2-2
\le2 Bx —1 -1
i V28— 3x+ 2222 - 3x+ 2+ AINBE—Sx+ L +1)
x—2(\V3x2 —5x—1—1)Vox2 = 3x + 2+ 2J\V3x2 — 5x — 1 + 1)
i (22— 3x—2)VB - Bx—1+1)
x—2 (3x2 — 5x — 2)V2x2 — 3x + 2 + 2)
2(x — 2)(x + %)(\/3# —Bx—1+1)
= lim =
T2 3 — 2)(x + %)(\lzx?— 3x+2+2)
1
:2(2+§)(\/12—1o—1+1):5(1+1):i
3<2+i>(\/8—6+2+2) e+2) 14
b) lim V3x2+4x+2—1_

x—-1 \x2+ 3x + 6
— im (\/3x2+4x+2 V32 + ax + 2+ V@ + 3x+ 6+ 2)
x~-1(Vx2+3x+6-2)V3aC+ ax+ 2+ 1)Vx2+ 3x+ 6+ 2)
i (3x2+4x+1(\/x2+3x+ +2)
Xﬁ—l(x2+3x+2(m+1)

3<x - §)(x + 1) (X2 +3x+ 6+ 2)

= lim =

x=-1 (x+ 1)(x + 2)V3x2 + 4x + 2 + 1)
3(—1+%)(\/1—3+6+2)
= =4
(-1+23-4+2+1)

46 . 3x+1—1_ . (3\/x+1—1)(§/(x+1)2+§/(x+1)+1) _
) a) lim ————== lim ; = -
x=—0 x=0 o+ 12 + T+ 1) + 1)

- im. x+1)—1 _
(Q/(x+1)2+§/(x+1) +1)
= lim L -
x~o(x+12+x+1) +1 3
x+1 x+ D2x+ 32+ J2x + 3+ 1)

b) lim

e -12x+ 3 - Xqul(i)/zx+3_1)(\/(2”3)2“/2”%1):

§/(2x+3) +¥%x+3+1 3
lim _E

x— -1 2

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Vs —2x+x2-2
c) lim 5 =
x—0 X—X

(3\’/8—2x+x2 )(\/(8 2x+x2)2+2\/8 2x+x2+4)

0 X1 - (B2t P+ 28— 2x 2+ 4)
= lim —2-X
x=0 (1 — x)((B— 2x+ x22 + 238 — 2x + x2 + 4)
- =2 -1
162 + 2X8+4) 6
1—\/1—x
a1. lim -
AU
e =l e Pl - Ve 1P+ e 1P)
x=0 (1+3V3x—1)(1—3V3x—1+3V(3x—1)2)(1+‘°V1—x+3V(1—x)2)
i 1—§/3x—1+§/3x 2 1-(-1+1_1
0 31+ V1 x+ 3@ ) 31+1+1) 3
- P22 _
B
o R2=a- 2R3 + 203+ 4t - o3+ Mo-3p) _
x=-2 (14 3xr 31 - Y2 3+ oxr P2 - 302 + 22— 3x+ 4
=i —3(1—§/2x+3+\/2x+32)_—31+1+1)__§
x——2 o2—ap+232—ax+4) 24+4+4) 8
o) V32— 7x + 1 +1_
o

. (\/3x2—7x+1+1)(?\’/(3x2 Tx+ 12 -3 — 7x+ 1+1)
=222 _6x+ 3- 1)V 22 — Bx + 32+ _6x+ 3+1)

(x—sxr3r+ 2 —5x+ 3+ 1)
REe—7x+12- V32— 7x+ 1+ 1)

3( - %)R/(Zx —Bx+ 32+ 22— 5x+3+1)
lim

X”22<x—%>(%/(3x2 7x+ 12 - 32— 7x + 1 + 1)
51+1+1) 5

“31+1+1) 3
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48.

50.

a)

im NSx+4 -3 _
T

Wox+4-3)Vex+4+3)x=22-¥x—2+1)

T fx o2+ - 22 - Ix -2+ UNBx+ 4+ 3)
_ o B2 —\/x—2+1):5(1+1+1):§
oy Tox s 4+ 3 3+ 3 2
i Vsx—2-2 _

2Vx-1-1

Rex—2-2)x—22+2¥6x— 2+ 4)Wx—1+1) _

-, Wx—1-1Vx—1+1)RBx—22+23Bx—2+4)
. 5(Vx—1+1) __5-2 _5
x~2Vm— MQ%&—2+4 4+4+4 6

im V3x3—-5x+ 6

i, P2 -

(V3x3—5x+6 — 2)(V3x3—5x+ 6 + 2)

.(\/( — 3x + 1)? \/x2 3x+1+1):

(\/3x3—5x+ +2)
o 3 -2 —ax 1P - ek 1+ 1) _
x—1 (x - 2)(V3x® — Bx + 6 + 2)
_4(1+1+1)__3
S -D2+2)
S
x—l-nli x+1

3
Fazendo Vx =y = x = y3, vem:
y+ 1 . y+1 _ 1
= = | = —_—
y_l.rrli y2—y+1

FazendO\/;—y,vem \/_=(\/;) =y3 e x = (\/;) =y2

Y3 - . D2 +y+1) Y¥+y+1 3
| = = lim Z———===
yo1yr -1 yl“l (y y+1 o1 y+1 2
lim Vx - 1
x—14x -1

Fundamentos de Matematica Elementar |
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

Fazendo '3/x = y, vem: Ix = (1%/;)4 =vte Vx = (1%/;)3 =3,
yi-1_ o @Prdy+dy-1 Pyt 4

R -2 +y+1) v TPy 3
d) lim Ni+x—1
=01 +x—1 ,
6
Fazendo Y1 + x =y, vem: V1 + x = (N1 + x) =y3e
3/1+x:(?/1+x)2=y2.
i ¥-1 - y+d) y2+y+1 3
y—1 y2_1 y—1 (y_l)(y+1) y—1 y+1 2
xVx — ava
51. a) Im =—22
V% —Va
Fazendo Vx =y, vemx = y2e Va = z,vem a = 22.
Além disso, lim Vx =Va =z = lim v.
X—a y—z
2.y _ 2. 3_,3 — 2 2
m Ly =2z o2 by )
y—z y—z y—z Y~ 1Z y—z y—z¢
= lim (y2 + yz + 72) = 372 = 3a.
y—z
X -1
e
Fazendon\/_=y,vemx=y”e Iimlq/;= Iimly.
X — y—
oy—1 . y—1
| = | =
y[n1y”—1 yEni(y—l)(y”’1+y”’2+...+y+1)
= lim 1 = 1 -1
y—1Y" T Y T2+ L +y+1 141+ ..+14+1 n
Wx -1 "
) lim —=—=

x—=1 8x — 1
m n
- Vx = ("x) = yn
Fazendo \/;=y:> e
Vi = ("Vx)" = ym
im "Wx =1= im .
y—

Além disso, | )
x—

o =0ty oy )
y—1 Y"1y (y— Dy Y24+ L4y + 1)

n

OO e ANl VPO o el S e S PO Ul N1
YTy =2 Ty il 141+ .. +1+1 m

m

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

d)

n n

. —\Na
lim ———
x—a X—a

n\/Yzy::oxzy” o n .
e lim Vx =Va=z= lim 'y
X—a

r\]/g=z:>a=z”

y—z

YT Zo
ylpzy”—zn_
= lim —T — yi—sz > —2 -1y —
y—z =2y "ty T2z +y 32+ Lty 2+ )

. 1 =
_yl'_mzyn—1+yn—2.z+yn—3.z2+___+y.zn—2+zn—1_

1 1 1

T iy lyg-iy g1 _n-z”‘l_n(%)“‘i_

n(Va)'~*(Va)  na
im X =V
x=a Vx - Va

Fazendo:

mn\/;:y:[ \/_I( \/?) =y”

= () -y
[ Vo= (Ve = 2
Vo = (e = o

Além disso:

im "Nx = Na=z= limy

Xx—a y—z

mQ/g:

Assim, temos:

n n
. z
lim —):n =
y—zYy —Z

— im =2 1+yn-2- 74324 4y 24701
y—zly—2)(ymt4Hym 2.z 4ym3. 24 4 yzm 24 M)

~im yn71+ynf2.z+ynf3.z2+ ...+yznf2+znfl
y_.zym71+ym72.z+ymf3.z2+ ...+ysz2+zm71

iy 2 z4 32+ L+ nentt

Ml 224324+ L+ mezm !

mn/—an “m

_ olNal' * gy

n
m-(Wa" o
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

52. a) lim f(x)= Ilim 3x—2)=1
x— 1" x— 1"
b) lim f(x)= lim (4x+1)=5
x— 1" Xx— 1"
c) Nao existe lim f(x) porque lim f(x) # Ilim f(x).
x—1 x— 1" X— 1"
53. a) lim f(x)= lim (3—2x)=5
x— —1% x— —1%
b) lim f(x)= Im (4—-x)=5
x— —1- x——1"
c) lim f(x) =5
x— —1
54, a) lim f(x)= Ilim 2x—5)=1
x— 3% x— 3"
b) lim f(x)= Iim (4 —5x)=-11
Xx— 3" X— 3"
c) Nao existe lim f(x) porque lim f(x) # Ilim f(x).
x—3 x— 3% X — 3~
55. a) lim fix)= lim (x—1)=1
x— 2% x— 2%
b) lim f(x)= Im (1—-x?)=-3
X— 2" X— 2"
c) Nao existe lim f(x) porque Ilim f(x) # lim f(x).
X—2 x— 2% X— 2"
56. a) lim f(x)= lim (8 —2x)=2
x — 3% x— 3"
b) lim fx)= lim (x2—3x+2)=2
X— 3" X— 3"
c) lim f(x) =2
x—3
57. a) lim fx)= lim (—x@+6x—7)=1
x— 2% X — 2"
b) lim f(x)= lim (2x2—3x—1)=1
X— 2" X— 2"
c) lim f(x) =1
X— 2
Ix+ 1]
59. f(x) = —
_Jx+1,sex=-1
|X+1|_{—x— 1,sex< -1
X+ 1
li fix) = i = i 1=1
a) X_.”DlJr (X) x_.”DlJr X+ 1 X_.”I]]_Jr
. L -x+1) v
b) x—l—lrpr flx) = x—l—lrplf x+1 x—l—mjr -h=-1
c) 4 lim f(x) porque lim f(x)# Im f(x)
Xx— —1 x— —1* X— —1"
8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

_ I3x— 2|
60.  f(x)=-5—
3x — 2, sex>%
|3x — 2| = 5
—(3x—2),sex<§
_ 3x— 2 3xX—2 T
a) I|rr;+f(x) I|m2+2_3x I|m2+ —(3x— 2) I|rr;+( 1)=-1
Xx—3 X—3 X—3 X—3
B —(3x— 2) 2 —3x B
b) lim {9 = im —=—== = im S im 1= 1
X—3 X— 3 X— 3 X— =
c) Blim f(x)
_x2—5x+ 4
61. 0 = ==
x — 1] = x—1, sex=1
X Tl -x—1),sex<1
X2 —=56x+4=(x—1)(x— 4)
. _ o X=X =4) —4)= —
3) xI—I»rr?L+ ) xI—I—n}_* (x—1) ><|—I~I’T:]L+ =4 8
. o X=X =4)
o) fim T = tm T—x—qy MM k- 4=3
c) B Iim f(x)
x—1
_3x2 — 5x — 2|
62. fix) = =——%—=
3x2— Bbx — 2, sexs—%oux>2
|3x2 — B5x — 2| =

—(3x2—5x—2),se—§<x<2

Além disso, 3x2 — 5x — 2 = 3(x + %)(x - 2).

3<x + %)(x - 2)

a) x!rg* X—2 :xlmz+ 3(X+%):7

- _3<X+%>(X—2)_ - [3 1]_ .
b) fim_ X— 2 = X)) T
c) £|im2 f(x)
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63.

64.

65.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

x3—6x2+ 11x — 6
Ix — 2]
x3—6x2+ 11x — 6 = (x — 1)(x — 2)(x —3)
X—2, sex=2
|X_2|:{—(x—2),sex<2

f(x) =

(x—1)(x— 2)(x — 3)

a) X[rr;+ D— =X[rg+ x—1x—3)=-1
XD =X =3) —3) =
b tim y— Jim == D =1
c) B lim f(x)
X—2
fx) = X2 —4x2+x+ 6
©|2x2 — 9x + 10|
(2x2—9x+1O)=2(x—2)<x—%),seX$2oux>%
|2x2 — 9x + 10| =

—(2%2 — ox + 10)=—2(x—2)< —%),se2<x<%
X3 —4x2+x+6=(Xx+ 1)(x—2)x— 3)
o (x+1D(x—3)

a) lim f(x)= Iim+(x+ 1)(’(_2)(’(;3): im FE =3
X—2 X— 2 —2(X— 2)( __) X—2 —2<X——)

2 2
b) fim fx)= fim XFDXZ2A=3) o, xF DX -3 _4
X— 2" X— 2" 5 X— 2" 5
2(X - 2)( —§> 2(X—§>
mﬂugﬂm

a) lim [x]=1
x— 1%

b) lim [x]=0

Xx— 1
c) B lim [x]

x—1
d) fm (x—[)=1-1=0
e lm (x—[X)=1-0=1

f) A lim (x — [X])

x—1
g) [ml+(x+[x])=1+1=2
h) fim (x+[x)=1+0=1

nﬂnﬂu+m
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3x—2 sex>—-1
66. f(x) =13 sex=—1
5—ax sex<—1
lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x)
x— —1 x— —1* X— —1"
lim f(x)= 1lIlm @Bx—2)=-5
X— —1* x— —1* =>b+a=-b=a=-10
lim f(x)= Ilm (b—-—ax)=5+a
x— —1" x— —1"
4x + 3sex = —2
67. f(X)_{C’>x4rasex>—2
lim f(x) existe se lim f(x) = Ilim f(x)
x— =2 X— —2% X— =27
lim f(x)= 1lim @x+a)=-6+a
X — —2% X — —2% = -6+a=-b=a=1
lim f(x)= Ilm (4x—3)=-5
X— =27 X— =27
3x2 — 5x — 2
68. f(x)=[—x—2 sex <2
3—ax—x2 sex=2
lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x)
X— 2 x— 2% X— 2"

lim f(x)= lim (3—ax—x?)=3-2a—4=-2a—1}

x— 2" x— 2"

3(x — 2)<x + %) 1 =
X'L”;f fx) X'l”;f X— 2 Xllmg— 3(X 3) !
> -2a—-1=7T=a=—-4
XN V[NeR[IM — O infinito
f(x) 3x—4
70. a) -~ =7+7—7—5
) e T k- 2P
f(x) I S
§ % ! X Notemos que % > 0 quando x
g(x) S 52 > x esta préximo de 2.
f(x) N « Entdo, lim —3x—42 = 4o,
W 4 2 = X— 2 (X — 2)
3
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b) fx) _ 2x + 3
gx)  (x — 1)2
f + —t .
) _% ! X % > 0 quando x esta préximo
gy ——— E1+ »x | de 1.
) - + T X Entdo, lim 2X—+32= +oo
g(x) _3 1 x 1 (X - 1)
2
o S0 _ 1-3x
gx)  (x — 1)2
f(x) t - = e
% ! % < 0 quando x esta préximo
+ + o+ g
g(x) E X de 1.
0+l - - | Entao, lim o = —cx,
g(x) 1 1 x—1 (x — 1)
d) fix) _ 3x2—5x+2
g(x) x?
¢ i .
0 : % T % > 0 quando x esta préximo
g(x) + EO+ __'_; + > X de O.
: 2 _
) £ -1+ Entao, lim W= +o0,
9k 0 2 1 x—0 X
o fX) _ Bx+2
gx)  Ix+1]
— p— + _
f6) _% =X % < 0 quando x esta préximo
g(x) + _1+ E T X de —1.
0 - | -+ _ | Entdo, tim XFE2 - o
m 1 2 = x——1 |X + j-|
5
f fx) _2x2+5x—3
gx) Ix + 2|
f R
0 EREE X % < 0 quando x esta préximo
+ |+ 0+ |+ _
g(x) > > X de —2.
: 2 _
f £ 111+ Entdo, lim Sl Sk B —.
o 3 2 1 =2 k42
2
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fixy x+4
gx)  x+ 2
f — R S
¥ I I ()
' A esquerda de —2,——- < 0.
— e R > X g(x)
909 12 X+ 4
Mo e | e | P I ao T
g(x) -4 -2
f) _x+4
g(x) X+ 2
Pelo esquema anterior, verifica-se que a direita de —2, % > 0.
= _ X+4
Entao,qumjz+ e +o0,
f) 11— 2x
gx) x—3
f(x) t - = e
7 ~ 1)
1P + A esquerda de 3, = > 0.
g(x) :3 > X g(x)
: ~ ) 1— 2x
f(x) - + L= Entao, xllnr;f 3 +o0,
g(x) 1 3
2
. N f(x)
Pelo esquema do item anterior, a direita de 3, % < 0.
- ) 1 - 2x
Entdo, lim = —o
x—3t X—3
fx) _ 3x+2
g(X) 5 — 2x
f(x) 2* — T X
3 A esquerda de E, 19 o
+ = oy 2 g(x)
90 3 3x+2
2 = . _
) _ R Entao, ||n;)75_2x +oo
g(x) 2 5 )
3 2
. e 5 f(x)
Pelo esquema do item anterior, a direita de > % < 0.
Entdo, fm X2 _ _
’ 5+ 5 —2x
X7
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g) M: 2x + 3
gx)  (x —1)3
f(x) = R
X 3] X . )
2 A esquerda de 1,——- < 0.
-+ oy g(x)
g(x) r
| ~ ) 2x+ 3
M + - '+ - X Entao,xl_qui(x_—l):a——oo
g(x) _3 1
2
h) Pelo esquema do item anterior, a direita de 1, % > 0.
- 2x+ 3
E li — 5 = too,
ntao, lef (x — 1)3 0
) fix) _ 2x2 - 3x— 5
gix) 2 —xp?
f B
® T 5 |, f(x)
! 2 A esquerda de 2, —- < 0.
Q(X) = < :27 —> X g(X)
I - .. 2x2—3x—-5
o e loielo | EO N TR T
g(x) -1 2 5
2
j) Pelo esquema do item anterior, a direita de 2, % > 0.
_ 2x2—3x—5
Entdo, i = +,,
ML I TP B
73. Provemos que:
YM>0,38>0]|0<|x— 0] <d=f(x) > M.
Como lim x2 = 0, temos:
x—0
Ve>0,38>0|0<|x—0|<8=>x2<e=>X—12>%.

Chamando%= M, temos:
YM>0,38>0]0<|x— 0] <3d=f(x) > M.

1
74. a) lim — = —x
) X— 0~ x3

Para x < O, f(x) = xi3< 0.

Provemos que:
YM>0,38>0|0<|x— 0| <d=If(x)| > M.
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Como lim x3 = 0, temos:
x—0
1

Ve>0,38>0|0<|x—0|<8:>|x3|<e:>|x—13|>?.

Chamando% = M, temos:

YM>0,38>0]0<|x— 0] <8= [f(x)| > M.

b) Analogamente, notando que para x > O, f(x) = x% > 0.
76. a) lim (2x+ 3)= lim (2x)= +o
X — +oo X — +x
b) lim (4—5x)= lim (=5X) = 4
X — —®© X— —®
c) lim (5x2—4x+3)= lim (5x2) =+
X — +oo X — +®
d lim (4—x3)= lim (—x?)= -
X — +oo X — +®
e) lim (3x3—4)= 1lm (3x3)= -
X — —®© X— —x
f) lim (8—x3)= Im (—x3) =+
X — —®© X— —®
77. a) lim (x"—1)= lim (x") =+
X — 4o X — +®
(n € N*)
n .
b) lim (1—x")= 1lm (—x")= { o semeimpar
X — —oo X — —o —o0, se n é par
(n € N*)
o i (C_X)_{+oc,sec>0
N ~|-o,sec <0
(c € R¥*)

. X +ow,sec <0
d) lim |(—]|=
X — —oo \ C —»,sec>0

78. a) lim Vx2—2x+2= 1lim VxZ= lim |x] = 4o

X — +oo X — +oo X — +o©
b) lim Vx2—3x+5= Ilm Vx2= Im [x|=+x
X — —o X — —o© X— —x
o 3—=2x _ . =2x_ 2
80. @) lm Sy = Im 5 T s
b) lim u: lim ﬂ:i
x— o X+ 2  xo o 3X 3
X2 =4 X2 _
AN UL L
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g im =L im B o im x=-=
Jm e = dm s im x=
e) lim X2 3x+ 4 = M1J£—=|m L_p
X — +o 3X3+5X2_6X+2 x—»+w3x3 X — +o©o 3X
) x2+4 X2 1
) xll"lm 8x3—1 xllnlx 8x3 Xﬂ”lw 8x =0
) lim X2+ x+1 i X2+x+1
— im 2= im £-1
X — —oo 3X2 x—»—:x:3 3
o (x=3p o8& _
N im Xkt Dx+ 2~ ,m, e =, fim 8=8

(Neste caso nao é necessario efetuar todos os calculos. Basta
obter os termos de maior expoente.)

b (3x + 2)3 — 27x3 ' 27 _ 9
e XBxF D@EX— 1) Mo 2a3 T MM D24 T8
_ 3. _ 2 5
poom XSSP GZ2P T2 7570
X — +o X x— +o X X — +oo
0 im BE2m6o P 2P - 1Pcr 22— (=107
X —co (2x + 3)° X —co (2x + 3)3
_ (2x2 + 2x + B)6BX + 3) pooi2é 12 3
- amy 2x + 3)3 M Tee T, IM T8 T2
1 1
Vx2+ x+ 1 \/x2<1+7+?>
82. a) lim T: lim 1 =
e = (e )
X
|A-1+%+% 1+%+%
lim 1 = l|im —1 =1
Kb x(1+—) e g4 1
X X
1 1
Vx2+x+ 1 /XZ<1+Y+7>
b) lim T: lim 1 =
AT
K- 1+ 2+ L Y R
X X . X X
= lim T = |im 1 =-1
X X<1+—) X— = 1+ =
X X
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

im 2x2—3x—5 _ i 2x2—3x—5 _
T e A 1
X41+F
2 _ gy _ 2

= lim 27— 3x -5 lim 2%— lim 2=2
X— fo o 1+i4 X — +» X — +»

X
fim 2x2—3x— 5
AT el
L . . 2x2—3x—-5 _ L
Javimos, no item ¢, que lim —————= Iim 2,isto é,

N

nao depende de x. Portanto, Iim 2 = 2.

X — —x©

lim L— lim L— lim S

e Ll Mw;(—i +1> er(—l +1)
XNV X X\/;

= im = i VR = e

X — 4+ X — +o

lim Xt im —=
X — 4+ X+1 X 4o
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84. a) lim (W2 +3x+4—-x) =

X— +o
— im (V32 + 3x+ 4 - x\o@+3x+ 4 +x) _
X e X2 + 3x+ 4 + x A
_ X+ 4 o X<3+7> B
= lim lim =

x—+e 2+ 3x+ 4+ x  x— e 3 4
Xll+=+—=

b) fim (x2+3x+4-x) =

X — —

— im (\/x2+3x+4—x)(\/x2+3x+4+x):

i Nt axiax
o3

X(3 + i)
. X
= lim = lim

T X 1+%+Xi Xﬁ_x( /1+7 2+1)
c) ﬂn]rx(\lx+4—\lx—2)=
- (\/x+4—\/x—2)(\/x+4+\/x—2):

x— 4o X+ 4+

R

@ im WExr L x)= im DExr LR xr 1)

=t = e (WE—x+1+x
(_1 T i) 1+ L

X 1

= lim = lim —

X— to X— + 1
+ 2+x ——+X2+1

e lim (m_m): im (\/x2+1—\/x2—1)(\/x2+1+\/x2—1):

X— +o0 X+ X2+ 1+ V62—

S
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85.

f)

g

h)

a)

b)

c)

im (Vx2—4x+5—-Vx2—3x+ 4) =
X — +ox
— im (Vs — ax+ 5-Vx2 — 3x + 4JVx2 — 4x + 5+\/x2—3x+4):

X— (Vx2 = 4x + 5+ \Vx2 = 3x + 4)

(23] s

lim -

o (\/1——+— \/1——+—) 2

_ NETd = iim (x—Vx2+ 4)x + Vx+ 4) _
) e e a

lim —4 = lim 4 =0

Xﬂ+wx+|x|- 1+% Xd+mx(1+/1+%>

lim (Vx2+ax+b—x = lim (V2 + ax+ b—x\>@+ ax+b+x) _

am b i b V@t ax+ b+ x
b
+_

. ax+b _ x(a x) a

= lim = lim =5

Xa+w\/x2(1+—+ b>+x Xa+xx-</1+3+%+1)
X X

[, 5 2)

3 = =

x+3\/x3—5x2—2_ , <1+ 1 x x3

li = |
X

14>
XS

R e U - f1+3)

R ([N 2 D 103)

| < \/1+ )(1+\/1+—)<\/1+—+\/1+—>
Xﬁ+°°(\/1+——\/1+ >(1+J1+ )(\/1+—+J1+ )
ARl
S

im X2+ 2x+ 4 — _

x— e x—=\Vx2—x+1

=2
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86.

87.

a)

a)

b)

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

. (\/x2+2x+4—x)(\/x2+2x+4+x)(x+\lx2—x+1)_
= lim =
x—+2 (x—=Vx@—x+ 1)x+ V@ —x+ 1)@+ 2x + 4 + x)

_ 2x + 4)x + Ve —x+1)

x=+x (x — DR+ 2x+ 4 +x)

2x2-<1+£><1+ /1—i+%)
X X X

= lim 1 > 4 =2
— +o
" x2-<1——)(/1+—+—2+1>
X X X
lim ( X + x+ = |lim /x—f—/ 1
X — +x X — +o X

o e

= 4o
i X+ Vx + Vx
X — +o© X
Pelo item anterior, lim x+Vx+Vx = lim X = oo,
X — +x X — +x
Entdo, vem:
) x+\/x+\/Y . \/; . 1
Iim ———= |im —= I|lm —=
X — +oo X x— oo X x— -+ X
1 1
3 4 Vx|1 + 5=+ —
I P P R ( Vx. W)z
X — e V4x + 1 X — 4o 1
4Ax|11+—
4x
\/Y(1+i+i)
o Y Vx/ 1
= lim ==
T VX (1R

4x

Dado um ntimero real M > 0, temos:
YM>0,3VM>0|x>VM=>x2>M
entao:

lim x2= +o
X — 4o

Dado um nudmero real M > 0, temos:
YM>0,3-VM<0|x<-\VM=>x2>M
entao:

lim x2= 4o

X — —oo
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88. a) Dado um numero real M > 0, temos:

3 3
YM>0,3VM>0|x>VIM=x3>M
entao:

lim x3 = 4o
X — +oo

b) Dado um ndmero real M < 0O, temos:

3 3
VM <0,3VM <0 |x<IM=x3>M
entao:
lim x3 = —oo

X — —©

VIR — Complementos sobre limites

.sen3x _ . (3 sen3x)_ 3
90. a) Xll_rpo % —Xll_r.n0 (2 3 )— 5
b) lim sen2x _ . (2.sen2x‘ X ):
x—0 Senx Xx—0 2X sen x
c) lim Seénax _ iy (2. Senax) _ a
x—o0 bx x—o\b ax b
d) im S€nax _ . (a senax _bx |_a
x—0 Senbx x—o\b ax sen bx b
e) lim 82X _ i (2.sen2x 1)
x—0 3X x—0\3 2X coSs 2x
- im 2 sen2x 1 _2
x—0\3 2X 2c0s2x— 1 3
fom & <i‘sen ax 1 \_
x—o0 bx x—o0 \b ax cOos ax
- (g_senax_ 1 ):i
x—o0\b ax 2cos?ax — 1 b
_1-—cosx (1—cosx)(1+cosx))_
& Ay X B xlino( X(1 + cos X) -
— i 1—cos?x | _ i ((sen x)? X _ o
x—0 \X(1 + cos x) x— 0 X2 1+ cos X
hy lim 1-—secx _ im cosx—1 _ i (cosx—1)(cosx+1)_
x— 0 x2 x—0 X2CO0SX x—o0 X2cOSX(cosx+ 1)
- <—sen2x_ 1 ):_i
x—0 X2 cos x (cos x + 1) 2
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. tg x + sen x . sen x 1 sen x
) lim BXTSENX _ . + =2
x—0 X x—0 X COS X X
. . 1 — cosx (L —cosx)(1+ cosx)
i) lim —————— = lim =
x—0 X-*Senx x—0 X-senx(1l+ cosx)
— i sen’x X 1 _1
x—0 \ X2 senx 1+ cosx 2
X+ a X—a
—2 - sen - sen
. COSX—CoSa ) 2 2
92. a) = lim ——————— = |im =
X—a X—a X—a X—a
senx_
. 2 X+ a a+a
= lim |— - sen = —sen = —sena
X—a X—a 2 2
2
sen (x — a)
tgx —tga . COS X * COS a
b) i x—tga = |im —— =
X—a X—a X—a X—a
. [sen(x — a) 1 1 5
= lim . = 5— = Sec” a
X—a X—a COS X - COs a cos a
COS a — COS X
. sec X — sec a . COS X * COS a
c) lim ——————— = |jm ————— =
X—a X—a X—a X—a
—2-senx+a-senx_a
) 2 2
= lim =
X— a (x — a)(cos x - cos a)
senx_a sen)hLa
) 2 2 sen a
= lim |— : = > =2Seca-tga
X—a X—a COS X - COS a cos“ a
2
. senx — cos X . Sen x — cos X
d) Im —/—————= lim —————— =
o 1-tgx (T _ senx
4 4 cOS X
) —CO0S X (COS X — sen X) T V2
= i = —C0S— = ——
(T COS X — sen X 4 2
N sen x
—— —senx
) g x — sen x . COS X
e) lim =——>——= | 5 =
x—0 sen< X x—0 sen< X
| sen x (1 — cos x) i (1 — cos x)(1 + cos x)
x—0 SenZxcos X x—0 Sen xcos x (1 + cos X)
sen? x sen x

= lim = lim =0
XLO sen x cos x (1 + cos x) XLO cos x (1 + cos x)

Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL |

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

f)

. sen 3x — sen 2x _
lim ———— = I|im
x— 0 sen x x—0 sen x
= lim (3—4sen?x—2cosx)=3—-2=1

x—0
_2sen 2x+3xSen 2x — 3x
_ €0S 2x — cos 3x . 2 2
lim —2: lim > =
x—0 X X— 0 X
_2sen X gen (=X 2 sen X gen (X
. 2 2 ) 2 2
= lim 5 = lim 5 =
X— 0 X X— 0 X
sen—X seni
im L.2. 2 2 _5
x—0 2 2 5x X 2
2 2
im sen(x+a)—sena _ im sen xcosa+ senacosx— sena
Xx—0 X x— 0 X
i senxcosa+sena(cosx—1)
x—0 X

. X (cos x — 1)(cos x + 1)
lim -cosa+sena-
x—0\ X x(cos x + 1)

= lim |——-cosa— X sena ‘sen2x =cosa

x—0\ X (cosx+1)  x2
lim cos(x+a)—cosa _ lim COS X-COSa— Senx-sena— cosa
x—0 X x—0 X

) (cosx—1) senx
= lim (cosa — -senajl=

x— 0 X

. (cos x — 1)(cos x + 1) sen x
= lim -cosa— -senaj|=

x— 0 x(cos x + 1)

. sen? x 1 X
= lim (X —5—" -cosa— -senaj=—sena
X—0 X cosx+ 1

1—seni senl—seni

. 2 . 2 2
lim ——= |lm —————=
X — m™m—X X — m— X

m_X  om. X
2sen2 2 cos2 2 senﬁ_x cosTrJrX
2 2 4 4

= lim = lim

X — T m—X X — 2' m— X

— 4
sen

— lim 1 4 '0031-r+x_0

X—>11'2 m—X 4
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1 ™
1_9 2§—cosx 2(cos = — CoS X
COSX _ jim lim 2 J_

k) lim = 3
x—»% 'Tr—3X x—»% 7T_3X x——% 7T_3X
n n
§+X E—X
-2 sen > sen >
x——% m™— 3X
Sen'rr+3xsen7r—3x
— lim -4 6 6 _
x~% 6 m— 3X
6
sen m— 3X
- jim -2 6 “+3X:_3.£:_£
x—% m— 3X 6 3 2 3
6
1-—x2 X2
) lim —— = lim ( - >=
x—1 SeN X x—1\Senmx  sen X
. (1 X X x)
= |lm|— ———-————-—|=0
x—1\TX SenmX senwX w
2y _ 2
) lim COS2X _ _ jy COSTX—Sen“x _ limw(cosx+senx)=\/5

T COSX—SeNnX y_ I COSX— Senx T
XT3 x—g C0S se X7y

_1-—cos3x . (1—cosx)cos?x+cosx+1)
n) lim > = lim 5 =
x—0 Sen?x x—0 sen? x
~im (1 — cos x)(1 + cos x)(cos? x + cos x + 1) _
x—0 sen?x - (1 + cos X)
— i cos?x+cosx+1)_3
X—0 1 + cos x 2
a— b)x a+ b)x
2sen( ) cos< )
sen ax — sen bx . 2 2
0) lim ——— = lim =
x—0 X x—0 X

sen(a_b>x
=X|iqmo (@a—Db)- (a—i) -cos(a;b)XWab
5 )X

) COS ax — cos bx )
p) lim ————————— = |im =
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x—0 2 a+ ) a—b X
2 2
X(l_senZX)
) lim w: lim —X:
a x—0 X+ sen3x x—o sen 3x
x{1 + "
1_2sen2x
= lim - x _ 1
Xx—0 1+3sen3x 4
3x
0 lim 1—-cosx _ | (1 —cosx)(1+cosx _
x—0 X2 x—0 x2(1 + cos x)
i sen?x 1 _ 1
M\ 1+cosx/ 2
coslx sen r_m
&) lim —2 = fim ——2 2/ _
x—1 1—X x—1 1—X
v ™
- senE(l X) - > senj(l x)_
lim 1 x lim - —E
x—1 x—1 —(1—X)
2
. \/1+senx—\/1—senx_
) lim =
x—0 X
— im (\/1+senx—\/l—senx)(\/1+senx+\/1—senx):
x—0 x(\/1+senx+\/1—senx)
= lim 220X, 1 =1
x—0 X V1 + senx + V1 — sen x
) 1
93. a) lim x-sen—
x—0 X
1 1
Fazendoy=7:>x=—eparax—»O,y—»+oo.
Temos: 1 ysen
lim x-sen—= lim y=0.
x—0 X y—+= Y

b) lim x-seni
X

X — 4o

Fazendoy=%:>x=%eDaraX—'JrOO,y—'O-
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Entao: 1
lim Xx-sen—= lim senyzl.
X — 400 X x—+0 Y
X
_— sen—2
c) Ilim (1—-Xx)-tg——= Ilim (1—X)r——=
x—1 2 x—1 X
COS —/—
2
1-x ) iy 2
= lim p— lim sen7=¥
x—1 cos > Xx—1
e e ——
2
v

(ver ex. 92s)
d) lim cotg 2x- cotg(l— x) = lim cotg 2x-tgx =
x—0 2 x—0

. COS2X senx _ cos?x — sen?x 1
= |lim —— -——= lim . =
x—0 SEN2X COSX x—o0 COS X 2 cos X

. X*24 ”_mg X—2 |[n2(x+2)
97. a) I|m23 =3 =3 =34=81
X —
1 %)f 1 xlif]ij)-(%f 1) m A g\
o) im ) =2 =\2 =l2) =4
X —3x+2 im X3 —3x+2 im (x— 12+ x—2)
¢ lim 2x2+x—2 = x—t X+ x—2 — ot X2+ x—2 _
x—1
lim
x—1(x—1)
=2 ! =20=1

x3—6x2+ 11x— 6 i x3—6x2+ 11x— 6
d) lim (i) x2—3x+2 :(£>x[n2 X2 —3x+2 _

x—21\3 3
= DX~ 2)x — 3) ) _
A e v e F AL G B G A 3
3 3 3
x—1 o ox-1 k= plx + 1) .
e) lim eVx —1 = eﬂ”m/?— 1_ exllnl(\/Y— VX +1) = exllnl(\/;+ 1) = g2
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101.

103.

f)

x2 — 5x + 4 y x2 — 5x + 4
x—4 \€ e
_ £x|@4—(xﬁ)g;)(%\jz;)2)= ) fim (xfl)(\/;+2)= iuz(:f12
e e e
_ X2+ 3x+ 2 . (x+1x+2)
Jm o8 e ey 4 T X'l”l 08 T D)x + 4)
o X+ 2\ 1
= Xﬂn’ll |Og3<x+ 4)— |Og3 3 =-1
) x—x3 (L —x)(1+x) o
xlino Iog—x2 T xIln0 Iog—x(x+ 1 = XIEno log(1—x)=0
im en 223 gy gn I+ 142

x—3 Vx+1—2 x—3 (\/x+1—2)(\/x+1+2):
= |Lm3€n(\]x+1+2)=€n4

) —N1-—4x
lim Iog =
Xx— -2 N6+ x—2

. log(3—\/1—4x)(3+\/1—4x)(\/6+x+2):
x— -2 (V6 +x—2JV6 +x+ 2)(3+V1— 4x)
42+ W6 +x+2) 46 + x+2) _

lim

lim lo = lo
e o B NI A etz T 34 VI o ax

3 = [(uéﬂsz s
e e
m (142

Fazendo — =y, temos:

lim (1 +

X — +oo

|H><

-l>><

4y y]4
lim ( i lim ( 1) = lim [(1+i)] =et
X — +o X y— +o y y— + y
. ( 2\3
lim —
X — —oo
Fazendo — =y, temos:
2y]3 y]6
lim [( 3) lim [( i) } = lim [(1 + i)] =¢eb
X— —% y— — y y— - y
Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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e) lim <1+3)I

X— — X

Fazendo % =y, temos:

e o o

fy lim <1+%)X

X — 4o

X
Fazendo 2 y, temos:

X ay ya
lim (1+3) = lim (1+i) = lim [(1+1>} .
X — 400 X X — 4o y X — 4o y

. a\>
g) lim (14—7)

X — —oo

Fazendo % =y, temos:

xb a b ab
e [ o 3T 3T
K= o X y— y y— o y
h) lim (L)Xz lim LI lim 1 -1
X — +o Xx+1 X — 4o X+ 1 X — +oo <1+ 1>X e

X

X X
104. a) lim (1 — i) = lim [1 + (—iﬂ
X — +ox X X — +o© X

Fazendo —% =y, para x — +%,y — 0.

Assim:

1\[" - L1 1
lim [l + (——)] = lim (1+y) Y= lim [(1 + y)y} =el==
X — +oo X y—0 y—0 e

b) fim_ (1 - %) = Jm [1 ! <_%>]

Fazendo —% =y, para x — —,y — 0.

lim [1 + (—%ﬂ = lim [(1 + Y)_%] = lim [(1 + Y)ﬂz =e’= é

X — +o y—0 y—0

o i 12 m [l (2]
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106.

Fazendo —% =y, parax — —o,y — 0.

3

IR TIRNE SN S
(1= 2= i (o (2]

Fazendo —% =y, parax — +o,y — 0.

Tl ] e

X+ 4\ 4 \x
im (224 = im X_| = iim TTx =
X — +x X_3 X — +x© X_3 X — +x 1_3
X X
X
lim <1—£> 4
X — 4o X) er 7
3f 1 °
xﬂl’ﬂﬁ(l—?) e’
X+ 2 \X 2 \X
lim (X+2)X= lim X_| = lim T -
X — —© X+1 X — —o© X+1 X — —o© 1+£
. X X
lim <1+£> 5
:x—>—oc X _e_:e
X
e
lim <l+i>
X — —o0 X
x—3 ¥ 3\
3 : -
lim = lim = lim — =
X — —o© X+2 X — —o0 X+2 X — —o0 <1+£)
X
X
lim <1+§> %
_X—- X) _ € _i_e—s
- X e2 _e5_
lim <1+£>
X — —©0 X
x— 4 \x+3 4 \x+3
im (=472 X = lim T -
X — +o -1 x— 4o | X—1 X — +o 1_£
X X
Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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(Ve
e) X|—|~rrloc (X2 — 3)

Fazendo x? =y, X — +o,y — +0,

y y
, y+1 1+£
. (y+1)_ . y _ y | _
lim = lim = lim =
y — +® y_3 y — +» y_3 y — +® 1
y y y
lim (1+£>
:y—>+00 y = e :e4
lim (1—§>y L
X_I.Jroc y e3

ox(1+ =)V
a) lim 2x+ 3\ i § +§
X_I.+oc 2X+1 - 'm

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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108. a)

X — —© 3)(_1 X — —w 1
3X<1 a)
2 2 2\
3 3 2\2
15 || 5] ()
= lim X = 5= 2_(81)2_62
x= = 1 ( 1y (L)
3 _3 =
L= x'lmxll el
ex— 1
lim
x—0 1
Fazendoe2x—1=w=>x=5€n(w+1)eparax—-0,w—-0.
- W . 2 B
||m0 X - ||m0 1— - ||m0 1— —
X — w—0 L1 w—0 L1
5 {n (w;L 1)2 ” {n(w+ 1)
= lim 2 = u=bo =
i e+ wv]
{n (w+ 1)¥ Iim0 {n (1 + w)¥
W —
lim 2
1 {ne
{n| lim (1 + w)¥
w—0
2% — 1
lim
x—0
n(w+ 1)
3x — — " =) . —
Fazendo 2 1=w=xX 3ino e parax— 0,w— 0.
lim 23X—1: fim 3win2 _ im 34{n2 _
Xx—0 X w—o0 tn(w+ 1) w—0 %fn 1+ w)
Iim03€n2 Iing) 3¢n2
W — W
= E T =34¢n2
lim [ﬂn (1+W)W] (?n[lim (1+w)W]
w 0 w—0
i e>* -1 _ ' e -1 _ x _
e =1 My T x ex—1

“(im &L i =2 122
x—0 X x—0 €% -1 3 3
X 1

|

(itema) (andlogo ao item a)
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x 25— 1
X

2x _ 2X _

d) lim S = lim (3 Lt ):
C(oem—a) [ 1\ 1 2m3
‘(X'E”o X )(X'E“o 25X—1)‘2‘5”3 5in2  5n2

X [

(item b)  (andlogo ao item b)

e) leﬁz X—2

Fazendo eX — e2 =y = x = {n(y + €2) e, para x — 2,y — 0.

im £ Y y =
x—2 X—2 y—odn(y+te’)—2 y—odn(y+e?)— ¢ne?
= lim %= im ————
y=o €n<%) y=o €n<1+L2)
e e

Fazendo é =w,paray — 0,w— O.

Entdo, vem:
iy —wez et e2
—~ofn(1l+w) w—o 1 = m ——71=
w—0 ( ) w OWKH(].‘FW) w Ofn(l—i-w)w
i 2
Ilmoe
W—
€n[ lim (1 + w)W]
w—0
X a
fy lim =—E
w—a X—a
Idéntico ao exercicio anterior, em que a = 2.
ex_ea
Portanto, lim = g2,
x—a X—a
_o2x—2e
& XIPO X—a
a
Fazend02x=2a=y,parax~a,y_.oexz_€n(Y+2)_
€n 2
; y . y €n 2
| —_— = | =
yl—r—no €n(y+ 23) yl_r.no €n(y+2a)—€n 2a
—) 5 —a
€n 2
; ytn2 _ {n2 _ n?2
= lImOW: yllmoﬁzyllmo —y T
y_> - - -2 iand A _—
€n< 2a ) yen(2a+1> €n<2a+1>y

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Fazendo Yo w, paray — O, w — O.

28
2 Jm, (60 2)

fim = oz - RN
"0 n [(w+ 1)W]2a €n{ lim {(1+w)W]23]

w—0

= =28-4n2

1
100. @) tim DEFN L b= m @+ x =
x—0 X x—0 X x—0

1
=€n[lim (1+x)x]=€ne:1
X

Clog(tx _ 1 o -
b) XIEn0 — XI[nO X log (1 + x) = XI[n0 log (1 + x)* =
1

= Iog[ lim (1 + x)X}= log e

-0
1
o) tim T2 L g o= lim fn (L + 207
x—0 X x—0 X x—0
Fazendo 2x =y, parax — 0,y — O.
2 172
lim €n(1+y)Y=€n{Iim [(1+y)y] }=€ne2=2
y—0 y—0
1
. log (1 + 3x) 1 . -
d) lim ————== Iim =log(1+ 3x)= lim log (1 + 3x)*
) Jim X Jim 0g ( X) Jim 0g ( X)
Fazendo 3x =y, parax — 0,y — O.
3 173
lim log (1 +y)Y = Iog{ lim [(1 + y)y] ]z log €3 =
y—0 y—0
_ 5 fthe 3
=3lge=3316 = 10

1
110. im, V1= 2x = im (1= 2x)*
X — X —

Fazendo 2x =y, parax — 0,y — O.

2 172 12 1
lim (1-y)Y = lim [(1 - y)v] = lim {[1 - (—y)]y} == =g
y—0 y—0 y—0 e
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

(ISR — Continuidade

112, a) f(0)=3
lim fx)= lim 3=3
x— 0" x— 0" =3 lim f(x)
lim fx)= lim 2=2 x—0
x— 0~ x— 0~
f(x) nao é continua em x = 0.
b) f(—2)=4
. o xX2-4 _
xl”DT )= x“—n;* X+ 2 _xllrI]T(X 2)
i X2 - _ 5
Xl”Dgf )= xlnt]gf X+ 2 _XlerQf(X_ )
Iim2 f(x) # f(—2). Portanto, f(x) nao é continua em x = —2.
o
c) fll)=-2
)
lim f0= lim =% = Jim [—(1+x)]=-2
x— 1% x—1+t X—1 x— 1%
) 1 —x2 )
lim f(x)= lim = lim [-(1+Xx)]=-2
x— 1" x—1- X—1 x— 1"
Iim1 f(x) = f(1) = f(x) € continua em x = 1.
X —
d f(-1)=1
. 3+ 5 _
x—I—ITPf(X)_x—I-”Pl*X‘Fl —X_ler]1+(X X+1) 3
xC+1
l =i = i 2-x+1)=
A, 100= m, S =, dm, 6 xr 2)=3
lim . f(x) # f(—1) = f(x) ndo € continua em x = —1.
e
113. a) f(—2)=3-(-2)+2=-4
lim fx)= Ilm @x+2)=-4
x— —2% x— —2% :}ﬂ
lim fx)= Ilim (—=2x)=+4
X— =2~ X— —2~
Portanto, f(x) ndo é continua em x = —2.
8 | Fundamentos de Matematica Elementar

lim f(x) = —4



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

114.

b)

f1)=12+4-1-5=0
lim fx)= lim (x2—3x+2)=0 ]
x— 1% x— 1"

= lim fx)=0
lim fx)= lim (x2+4x—5)=0
x— 1" x— 1"

x—1

lim f(x) = f(1) = f(x) € continua em x = 1.

x—1
f(4) =2

lim f(x)= lim (3x—10)=2
x— 4% X — 4+ = lim f(x) =2

lim f(x)= lim (10 —2x)=2 x—4
X— 4~ X— 4~

IirQ f(x) = f(4) = f(x) é continua em x = 4.

X
f(1) =2

lim fx)= lim (2x2—3x+2)=1
x—1* x—1* = lim f(x)=1
lim fx)= lim (2—-x?)=1 x—1
x— 1" X— 1"
Iim1 f(x) = f(1) # f(x) ndo é continua em x = 1.
X —
f(0)=1
im SENX _
«—0t X im SeNX _ 4
lim =S LE 1 X0
x—0- X
|im0 f(x) = f(0) = f(x) € continua em x = 0.
X —
f(0)=0
im 1—cosx_ . (dA—cosx(l+cosx)_ . 1-cos®x _
X — 0F X X — 0F x(1 + cos Xx) x— 0+ X(1 + cos Xx)
_ sen’x  sen’x X PN L
xll”(]y X(1+ cosx) XI_I.”(])+ x2  (L+cosx) 0= x'l”gff(x) - x'[nof(x)
Iim0 f(x) = f(O) = f(x) é continua em x = O.
X —
f(0)=1
im 1-cosx _ im (1—cosx)(1+cosx) _ im sen? x _
x— 0t Senx x—o0+ Senx(1+cosXx) x — 0+ Sen X(1 + cos x)
Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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o SenX  _ ~_ — 5
B X |_I.I’Tg)+ 1+ cos x 0 X I—Im)* ) x“—mO )

Iim0 f(x) # f(0) = f(x) ndo é continua em x = O.
X —

d) f0)=1
x(l— senx)

im X—senx _ . X _
x—0t X+ Senx  x—o* X(1+ se:x)

2
(1_ sen X)<1+ sen x) 1_(sen x)
X X , X

= lim 5
x— 0 ( sen x)

1+ =12
X

=0=1tim f(x)= lim f(x

x—0

Iim0 f(x) # f(0) = f(x) nao é continua em x = O.

115. a) f2)=0

. 3 3x+2) _
hx—2 MSe—a T lim f(x) = +
= lim f(x) = +o
im —— = gim &2 [T

x—2-X—2 x—2- X°—4

lim f(x) # f(2) = f(x) ndo é continua em x = 2.

x—2

b) f(1) =2
. -1 x+1 .
x|—|~rq+ (X_1)2 _XI—I'mF x—1 _+oo_x|—l—n1’f(X)_x“—r:nl f(X)

Iim1 f(x) # f(1) = f(x) ndo € continua em x = 1.

c) fA)=1
lim 1 = lim 1 _ +o0
x—1* |X_1| x—1- Xx—1 ]
1 1 = lim f(x) =+
lim = lim = 4o x—1

Iim1 f(x) # f(1) = f(x) nao € continua em x = 1.
X —

8 | Fundamentos de Matematica Elementar @
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2 _
lim X —5+6 _ lim (x—3)=—1
e X2 2 lim fx) = —1
2 — = i = —
lim ﬂ: lim (X—3)=—1 Xx—2
X — 2" X—2 X— 2"
f(x) € continua em x = 2 se Iim2 fix) = f(2) =>a=—1.
X —
b) f(1)=a
im 2= o gy =t L
L1 —33 32 =
x—11—%x> x—1+x*+x+1 3 = lim f(x) 1
S S SRR B Bt 3
T T M x 1 3

f(x) € conthuaemx = 1se lim f(x)=f(1)=>a= —%.

x—1

c) f4)=3-4+a=12+a

i Yx=2 11
x—4r X~ 4 x—4*\x +2 4 :>12+a=%:>a=—%
lim 3x+a)=12+ a
X — 4~
lim f(x) existe se lim f(x) = lim e, nessas condicbes, a = —ﬂ.
x— 4 x— 4" X— 4~ 4
A funcao f(x) é continua em x = 4 se Iim4 fix) =f(4) =>a= —477
X—
d) f(0)=

. \/XT V2 _  (Nxr2-Valxi2+v2)

x 0* Cx—o0 x(Vx + 2 +V2)
= lim 1 ﬁ

x0' \x+2+v2 4

lim (3x2—4x+a)=a
x— 0~

lim f(x) existe se lim f(x)= lim f(x)=>a=£.

x 0 x— 0" x— 0~ 4

Para a = % Iirg f(x) = f(0) e a funcao é continua.

X
e) f(0)=a

o Wri-1_ o (A1 - 1)V r 2+ Vxr1+1)
x—0° X x 0f o+ 12+ ¥x+1+1)
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f(x) € continua em x = O se IimO f(x) = f(0) = cos a = % =
X—
=a= t%Jr 2km, kEZ
AN/ — Derivadas
118. f'(2) = lim ) — f2) = lim X+1-7 = lim 3=3
x—2 X—2 X—2 X—2 X—2
A X2+ 2x+5-8 . (x+3)x-—-1) . _
119, f(1)= lim 1 = X@1—()( =V lim (x+3)=4
120.  f(-1)= im 2L m (@-x+1)=3
’ x—-1 X+ 1 X— —1
121, P)= fim MEFEAO-RD) 0 A 1]
Ax—0 Ax Ax — O AX
o1+ Ax—-1 0 Ax _
_A>I<ITO Ax _A>I(ITO Ax _A>I<IT01_1
vy FO+ A —f0) . |AX
122. f'(0) = Ax“To A A>I<ITO Ax
Temos, entao:
[AX Ax
im —= Ilm —=1
Ax—o0t AX  Ax—or AX 1 |Ax| 310
i X A [T e AT o
Ax—o0- AX  ax—o0- AXx
I v
123 f-(l . cos <Z + Ax) —cos o -
: 4] mlo AX B
8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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lim 1 -1 lim f(x)= lim f(x)
x=0 A+ 1P +x+1+1 3 x—o x—0
Portanto, lim f(x) = f(0) =>a= i.

x—0 3
f(O) = cos a sen x
g x ) COS X -~ 1 1 _

lim = lim
x— 0" SeN2X  x— ot 2 Senx cos x
= lim f(x) = lim f(x)

x— 0 x—0

Iim ———= =
x—0+ 2C082x 2




MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

AX Ax
-2 sen <4 + T) sen (T)

= lim =

Ax—0 Ax
senﬂ
= |im —sen<1+&) 2 —senl——\/E
Ax— 0 4 2 & 4 2
2
124.  f(1)= lim \/__\/__ im =i +1) 1 1
x=1 Xx=1 =1 x—1)(Vx +1) x=1Vx+1 2
125.  f'(2)= lim AP Pl = lim (\/__\/_)(\/_J”/_XJ’\/_) =
' x~2 XT2  x=2 2)(Ax + V2x + Va)
1
= lim
X~2§/_+§/_+§/_ 332
S W
. "0) = i im — =+
126 Fo) AilTo -0 A)!ITO X A>I<I£n~0 \/_ ”
Portanto, nao existe f'(0).
127.  f(x) = -|x|={x2’ sex=0
’ —x2,se x <0
Assim
x| — 2
| N=0 _ i 2~ i x=0
x—o0t X—0 x—0t X X — 0t
, = (0)=0
im XM =0 (_—>= lim (=x)=0
x—0- Xx—0 x—0"\ X x—0
130. a) fx) =x+1
Xo=3=13)=4=P@3,4)
oy Xt1-4 X—3 _
fE=im ——3 =~ mix=s~1
y—4=1x—-3)=>y=x+1
b) f(x) = x2 — 2x
Xo=1=f1)=—1= P, —1)
an X =2x+1 k=12 N
f1)= tim “—=7—== im S —5—= im (x-1)=0

y+1=0x—-1) =>y=-1
c) f(x) = senx
Xo=0 = f(0)=sen0=0 = P(0,0)
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f(O)= lim SENX—0 _ . senx
x— 0 x—0 x— 0 X

y=0=1x—-0)=>y=x

V-2 _ (Vx - 2)Wx +2)

1
fi(4)= I = | = i -
O = T Nk 2] k2 4
y—2=%(x—4)=>y=%x+1

f fx)=Vx

xo=2V2 = f(2V2) = 2 = P(2v2, 2)

. (W—@)(\/F+W+m)(x+2\/3):
x— 2V2 (x - 2\/5)(x + 2\/5)(% + 38 + 3@)

— im (x2—8)(x+2\/§) w2 :ﬂ
x—2v2 (2 — g)xd + Va2 + V64) 4+4+4 3

Entdo:y — 2= —— V2 (x—2\/_):>y—g %

3
i1
Ve Y ety 1 t 3 _ . -1 _ 1
132. S(to)—s(3)—tll_r’n3 r— —tll_.m3 3 -9
velocidade = —% m/s.
28
5(t+ —J(t—-5
134, V(t)= v(5) = lim 2L SF2-142 ( 5)( .
’ 0 t—5 t—5 t—5 t-5
28 -~ 2
:t“m55t+T 53 = aceleragao = 53 m/s*.
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136. a) f(x)=c-x"

Ay c(x + AX)" —ex" _
Ax

[( )x”+< )x” 1Ax+<2>x”‘2-(Ax)2~l—...4—(:)(Ax)“}—cx”

AX -

[( >xn 1+( )x”‘z-Ax+(g>x”‘3-(Ax)Q+...+(:)(Ax)”‘1]

L\ N L N
f(x)_Ax“To Ax =cC <1>x =C - nx
b) g(x) = tg x
sen Ax
Ay _ tgx+ Ax) —tgx _ cos(x+ Ax)-cosx _
Ax AX AX
_ sen Ax 1
Ax cos (X + AX) * cos X
V) — Ay _ 2
gl = A)!ITO Ax | CosZx  SECTX
. 1
c) h(x) = secx = oS X
1 1 €0S X — €0S (X + AXx)
Ay _cos(x+ Ax) cosx _ cos (x + Ax) - cos x
AX AX - AX -

—osen 2x + Ax ) N —AXx
s¢€ 2 s€ 2 sen Ax sen 2x + Ax
cos (x + AXx) - cos x 2

Ax Ax  cos (x + Ax) - cos X
2
Ay sen x sen x 1

h'(x) = lim —= = . =tg x - secx
) m—0 AX  €O0SZX  COSX  COS X &

138.  f(x) = e*
Xo = 2 = f(xo) = €2 = P(2, &?)
fi(x) = e* = f(2) = e2
y—e?=e’x-2)=>eXx-y-e2=0
y=e%—¢e?
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140. s=tt
a) v{t) = s'(t) = 43 = v(2) = 32 m/s
b) a(t) = v'(t) = 12t2 = a(3) = 108 m/s?
c) v(t) =108 = 4t3 =108 =>t = 3s
d) alt) =48 = 122 =48 =t = 2s

X NNeRY/ID — Regras de derivacao

144.  a) f(x) = (32 + x)(1 + x + x3)
fi(x) = (6x+ 1)1+ x+x3) + (3x2 + x)(3x2 + 1) =
=15x* + 43+ 92+ 8x + 1
b) f(x) = x2(x + x4)(1 + x + x3)
£1(x) = 2X(x + x4)(1 + x+ x3) + x2(L + 4x3)(1 + x + x3) + x2(x + x4)(1 + 3x?)
f1(x) = (2x2 + 2x3 + 4x5 + 2x8 + 2x8) + (x2 + x3 + 5x5 + 4x® + 4x8) +
+ (x3 + 3x5 + x8 + 3x8)
f'(x) = Ox8 + 7x8 + 12x5 + 4x3 + 3x2
c) fx)= (2 + 3x + x2)°
f'(x) = 5(x2 + 3x + 2)* (2x + 3)
d) ) = (2x + 3)%2
fi(x) = 52(2x + 3)5L - 2 = 104(2x + 3)5
X) = x3 - eX
f'(x) = 3x2- e + x3 - e* = (x3 + 3x2)e
f) f(x) = x-e*+ cosx

)
—h

ff(x)=1-e*+ x-e*—senx=eX1 + x) — sen x
g) f(x) = x*-a%

f'(x) = 4x3 - a2 + x*- 2a% - fna=2a?x32 + x £n a)
h) f(x) = e

f'(x) = 3e

i) fX)= eSx+1: e5x,e
f'(X): 565X'e+ eSx,0: 5_e5x+1
j) f(x) = cos®«x
f'(x) = 5 cos* x - (—sen x) = —5 cos* x - sen x
k) f(x) = sen’ x - cos3 x
—_—
u \
f'(x) = 7 sen® x - cos x - cos® x + sen’ x - 3 cos? x - (—sen X)
_— —— | —
u' \ u V'
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X) = 7 senf x cos* x — 3 sen® x cos? x

f'(
f'(x) = sen® x cos? x(7 cos? x — 3 sen? x)
l) f(x) =asenx+ bcosx

f'(x) = a cos x — b sen x

145.  f(x) = (sen x + €%)2 - (cos x + x3)°
u=(senx+ eX2=u' = 2(sen x + e*)(cos x + &)
v=(cos x + x3)3 = v' = 3(cos x + x3)? (—sen x + 3x?)
f'(x) = u'v+ uv'
f'(x) = 2(sen x + e)(cos x + e¥)(cos x + x3)° +
+ 3(sen x + 9)(cos x + x3)%(—sen x + 3x2)
f0)=2-1-2-1+3-1-1-0=4

146. f(x) = (3senx + 4cosx)’; xg =
f(m) = (3senm+ 4 cos m)° = (—4)° = -1024
Portanto, o ponto de tangéncia € P(w, —1024).
f'(x) = 5- (3 sen x + 4 cos x)* - (3 cos x — 4 sen x)
f'(m) =5 (—4)*- (—3) = —3840
Entdo:y — (—1024) = —3840(x — ) =y = —3840x + (38407 — 1024).

147. s=a-et-cost

s
x=et' |y=cost [=v=aleY(—sent)+(—eYcost]=
X

= —et|y=—sent =v=—a-et-(sent+ cost)

vi=a = —akxw'+ x'w)

x=e'! |w=sent+cost = a=—alecost—sent)+
W= —et|w=cost—sent + (—eY(sent + cost) =

= a=2aetsent
2

149.  a) fx) =5 =2x""
fx)=2-(-7)- x 8= f(X) = :(1;4 =14 -x8
b) f(x) = 3x~°
f(x)=3-(=5) - x 8= f(x) = —15-x©
O W =TT
v 0 X+ D -1 x4+ Lo 2x+1
= 0T x T 1P == "tasx+ 17
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Q) 1= 215
voy . Ax— 1) - 1x+ 1) 2
o = (x — 172 T -1
) 100 =35
o Ax—1)—1x+3) | 1x+ 1) —1x+2)
=" "= x+1r
oA 1 A1 - (1P 5@+ 6x+5
e 1 o VA () " 1 A )
2
; C2X+ 3 —2)—(x+3x+1)-1 x2—4x—7
= (x— 2P T T w—2p
2.
g fix) = 5

u(x) = x2 - sen x v(x) = e*
u'(x) = 2x - sen x + x2-cos x| Vv'(x) = &

(2x - sen x + x2- cos x) - e¥ — e* - x2 - sen x

f'(x) = (ex)2
. el2xsenx+ x2cosx — x2sen x| _
f'(x) = ( 2 =
e
_ X(2senx+ xcosx — xsenx)
= =
CoS X
h) fx) = S~ ox

u(x) = cos x uix) = x - e*
u'(x) = —senxju'(x) = e*+ x-e*
_ —xe*sen x — cos x(e* + xe)

f'(x) =
( ) (X B e)()2
fi(x) = —e*(x sen X + X coS X + COS X)
X2 - (ex)2
. X(sen x + cos X) + cos X
f'(x) = — R
X°-e
COS X
150. a) f(x) = cotg x =
sen x
Fix) = —Sen X-Senx — CoS X-CoS X _ sen® x + cos? X
sen? x sen? x
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. 1
f'(x) = ——=5— = —cossec? x
sen< x
b) f(x) = sec x =
COS X
f(x) = O-cosx—1-(—senx) senx _senx _ 1
cos? x cos? x COS X COS X
=1g x - sec x
c) f(x) = cossec x =
sen x
f(x) = O-senx—1-cosx _ —cosx _cosx 1
sen? x sen? x senx senx

= —cotg X - cossec X
d) f(x) = tg2 x
f'(x) = 2-tg x- (tg x)'

, Sen x\'  cOoS X - C0S X — sen x(—sen x)
(tg X) = = 5 =
COS X €0S% X
_cos?x+sen?x 1
cos? x cos? x
1  2senx

Portanto: f'(x) = 2 - 1€ x - =5+ = ~-0 3«

fi(x)=2-tgx- =2-tg x - sec?x.

cos? x
e) f(x) = sec x — tg x

f'(x) = (sec x)' — (tg x)'

(sec x)' = tg x - sec x (item b)

(tg x)' = sec? x (item d)

Portanto: f'(x) = tg x - sec x — sec? x = sec x(tg x — sec Xx).
f) ) =2+ 1) tgx

—_ ——

u v =>fX)=uv+u' =
u=x2+1|v=tgx =f(x) =2x-tg x +
u' = 2x V' =sec?x (itemd) J + (x2+ 1) - sec? x

g) fix) = —— &

sen x + cos x

u=tgx V = sen X + cos x

u' = sec? (item d) | v' = cos x — sen x

_sec? x(sen x + cos x) — tg x(cos X — sen x)
(sen x + cos x)?

= f'(x)
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ex \2 , _ . ex ex \'
v i=igs) = o0 =[2 (g

(e_x>' _ eX-tgx — e - sec?x
tgx) (tg x)?
e ) eX(tg x — sec? x)
tg x (tg x)2

Portanto: f'(x) = 2 - (

. _ 2e2x _ 5
f'(x) = & x (tg x — sec~ x).
1
151. f(x) = ” + e (Xo=—1)
f-1)=—1++=—2+1 P(—l,l_e>
e e
— 1 1—e

Entdo, temos:

y—(l_e>=<1;e)(x+1):>y=<1;e)(x+2):>

e

:yz(%—l)(x+2)

152, f(x) = X% +e X+ sec? (xo = 1)

4
.2
u 7:>u _X_3 .
v=e X v = —eX
w=sec’x=w =2 -secx-(secx) =2tgx-sec?x
:>f’(x)=—x2—3—e*’<+2tgx-sec2x
f'(l)z _23—e7+2-1-2:—£§3—iﬁ+4
4 m ™ T
(4) ¢
X2
153. Y=%2 11
a) ,:2x(x2+1)—2x3:> L X
d @+ 1 Y = 1P
2 X2 1
b) lim ———= Im ——— = lim =1
x— +o X<+ 1 X — 4o X2<1+i2) X — 4o 1+X_12
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¢) Ponto de tangéncia: (Xq, Yo)-

x2 X3 X3
f(x)=—x2+ 1 = f(xg) = 52 =>P<xo, " 0 )

x5+ 1 2+1
2% 2X
f' — f’ — 0
W=tar = % =Ty 1P
Equacao da reta tangente:
— Yo = f'(X)(X — Xo) =Yy — X _ 2% (X — Xo) =
Y=o o)=Y x3+1  (x3+1) 0
2%, X3
=55 (X — X) +
=Y (x3 + 1)? %~ %o) X3+ 1
Como a reta tangente deve passar por (0, 0), entdo vem:
2X X3
O — <70 (_ + 0]
(x3 + 1)° (=%0) x5+ 1
2% X3

(x3+1? x3+1
Essa igualdade vale para xo = O, 0 que implica yo = O.
Se xg # 0, entao temos:

2
x5+ 1 2
Entdo, os pontos do grafico em que a tangente passa pela origem

- . 1 1
sao: (0, O),< 1, 2)e<1, 2).

155. a) F(x) = sen 4x
y=fx)=4xez=gyy=seny=y =4ez =cosy
F'ix)=y'-z'=4-cosy=4-cos 4x

=1l=x3=1=%X=*1=y=

b) F(x) = coi7x
y=fx)=7Tx=>y =1fx)=7 }
z=gly)=cosy=7 =g(y)=—seny]

= (cos 7x)" = f'(x) - g'(y) = (—seny) = —7-sen 7x
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F(x) = (—7 sen 7x)>;2— 1-cos 7x
F(x) = —(7x sen Z); + cos 7X)

c) F(x) = a-sen bx
y=fx)=bx=y =fXx)=Db .
Z=g(y) = seny = 7' — g'(y) = cos y} = (sen bx)' = b cos bx
F'(x) = a - b - cos bx

d) F(x) = cos (3x2 + x + 5)
y=fx)=3x2+x+ 5=y =fx)=6x+ 1
z=g(y)=cosy=2z =g'(y)= —seny
F'(x) = f'(x) - g'(y) = (6x + 1)(—seny)
F'(x) = —(6x + 1) - sen (3x2 + x + 5)

e) F(x) = sen e*
y=f(x)=e*=y' =f(x) = &
z=gy)=seny=1z"=g'(y) = cosy
F'(x) = f'(x) - g'(y) = e¥-cosy = €*- cos e*

f) F(x)=x+ 3-tg 4x
y=fx)=4x =y =f(x)=4 . 5
z=gy)=tgy=>2 =g\ = sec2y}:> (tg 4" = 4 sec 4
F'(x) = 1 + 12 sec? 4x

g Fix) = asn
y = f(x) = sen x = y' = f'(x) = cos x
z=glyy=a=z=¢g(y=2a" {na
F'(x) = f'(x) - g'(y) = cosx-a-€n a
F'(x) = a%*"*-cos x-{na

h) F(x) = cotg (3x — 1)
y=fx)=3x—-1=y =f(x)=3
z=g(y) =cotgy =2z = g'(y) = —cossec? y
F'(x) = f'(x) - g'(y) = —3 cossec? (3x — 1)

) F(x) = ax2 +5Bx+ 1
y=fx)=x2+b5x+ 1=y =fx)=2x+ 5
z=gy)=a=z=g\y)=a {na
F'(x) = f'(x) - g'(y) = (2x + 5) - @t +1.¢nag

j) F(x) = tg (cos x)
y=f(x) = cosx = y' = f'(xX) = —sen x

_ _ (Y] _ 1 — 2
z=gy)=tgy=>2"=¢g'\y) = cos2y sec”y
F'(x) = f'(x) - g'(y) = —sen x - sec? (cox X)
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156.

157.

158.

161.

k) F(x) = tg3 2x

y=1f(x)=2x=f'(x) =2
z=g(y)=tg®y= g'(y)=3tg?y sec?y
F'(x) = f'(x) - g'(y) = 6 tg2 2x - sec? 2x
F(X) = gsen 2x

y=fx)=2x=y =fx) =2
z=gy)=seny=2z =g'(y)=cosy
t=h(z) = e?=t = h'(z) = €?

F(x) = f(x) - g'(y) - h'(2) = 2€%" 2 cos 2x
i
f(x) = cos3 x + sen3 x (x = ?)

f'(x) = 3 cos?x-(—sen x) + 3 sen? x - cos x

%>:3-o-(—1)+3-1-o:>f'<—)

|

1T_
2—0

f(x) = ex? + 5x

y=gX) =x2+bx=2>y =g'xX)=2x+5
z=hly)=e&"=2z"=h'(y) = &

f'(x) = g'(x) - h'(y) = (2x + 5) - &° * 5

f'(—1) = (2(—1) + 5)e* * D = f(—1) =3 -4

e + e
fx) = =—%— (x=-2)

_e?+e? e 2+e?
f(—2) = 5 = P(—Z, > )
Derivando, vem:

, _ ex — X . _e—2_e2
f'(x) = 5 = f'(—-2) = 5

A equacao da reta é:

y —

e2+e?\ (e2-¢?
)=

-2 _ a2 -2 _ a2
y:(e e)x+3e e’

a) f(x)=%+ €nxzf'(x)=—x

2 2

1

1.1
20 X

b) f(x) = x"-£€nx

f‘(x)=n-x”‘1-€nx+x”-%

fx)=n-x""1-fnx+x""I=fx)=x""1-(n-€nx+ 1)
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c) f(x) = (ax + b)-€nx

f‘(x)=a-€nx+(ax+b)~%
d) f(x) = sen x-€nx
f‘(x)=cosx-{?nx+m
on x ﬂ+(€nx)-senx
€) flx) = cosx:f(x): cos? x =
if,(x):cosx+x~€nx~senx
X+ c0s? X
f) f(x) = €n (ax2 + bx + ¢)
oy 2ax + b
f(X)_ax2+bx+c
g) f(x) = €n (sen x)
' COS X
= = cotg x
sen x
h) f(x) = log, log, x
_| | I 1
y_ong:’y_x(fnb
z=lo z'= 1
- gayi _y€na
O S von 1
)= Xno yfna:f(x)_x-Iogbx-ena-€nb

Observando que log, x - €n b = €n X, vem:

1

fl(x):x-{’nx%’na'

1
162. e) f(X)=3VX\/;= 3‘V\/ﬁ=§/x_=\/;=x5

1

1+ 1
fix)= =x 2 =
(x) 5 X Ny
1
g) fx) = Vax + b = (ax + b)2
£ = L (ax+ b) T2 o Fi) = —e
2 2Vax + b

1
i) f0=Va+bVx = (a+bVx)2

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

1
2.b b

x Nxla + bVx)

f'(x) = %(a + b\/;)

b

é
dNax + bx2

1
():(ax2+bx+ci
cx2+ bx + a

fi(x) =

2 \cxX2+bx+a

_ (2ax + b)(ex? + bx + a) — (2cx + b)(ax? + bx + ¢)
(cx2 + bx + a)?

1 ax2+bx+cl
f'(x):_.< )2.

[N

cx2 + bx + a)E _b@ - c)x2+ 2(a + c)a— c)x + b(a — ¢)
1 (cx2 + bx + a)?

) =3 (
(ax2 + bx + ¢)
(a—c)bx2 + 2(a + ¢) x + b]
2V (ax? + bx + ¢)(cx? + bx + a)?

fix) = (x2+1)-V3x + 2

R N —

fi(x) =

u Vv
u=(x2+1) [v=vV3x+2
u' = (2x) v'=£~ 1 .3
2 3x+2
3 3(x2+ 1) + 2x - 2(3x + 2)
ffix)=x2+ 1) ———==2x\3x+ 2 =
2V3x + 2 2V3x + 2
f,(x):15X2+8X+3
2V3x + 2
f(X)ZCOS\/;
1
y=Vx =y =—— sen Vx
2\x SfX) =y 7= ——
| (x)=y 2\/;
Z=Cc0Sy=2z = —seny
_ 1+x 1+x%_£ 1+ x
f(x) = €n 1—x_€n(1—x) —2€n<1_x>
1 +x .
T x Y T a2
z=€ny:,¢z'=i
y
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=2y 7= 22
B W T VR
1—-x

s 1—x 1
f(X)_(:L—x)2(1+x)_ 1-—x2

f(x) = log, V1 + x

1
y=\V1+x=y =——
2V1 + x

z=log,y=>12z= yna

1 1
fx)=y -z = :
2V1+x V1+x-€na
f‘(x)=—1
2(1+ x)¢na
f(x) = arc sen 3x
y=3x=y =3

z=arcseny=1z=

f(x) = arc cos x3
y=x3=y' = 3x2 32

z=arccosy:>z'=_—1 _\/1—x6

f(x) = arc tg%

= = —= _
oy L (=0 =
z=arctgy =7 = ——
N1+ y?
1
X2+ 1

x

fx) = arc sen x

3
u=Vx > u' =

= f'(x) =

1
3
3Vx2 N
1
V1 — x2
3 1

f'(x) = -arc sen x — Vx ——

332 Vi

(arc sen x)2

v=arcsenx = v' =
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3 3
1—x2-arcsenx— Vx-3Vx2
321 — %2

=)= (arc sen x)?2 -

1 —x2-arc sen x — 3x

3 XL — x2 - (arc sen x)?

i) f(x) = x-arc sen x2 — e

a = x-arc sen x2 }:>f'(x)=a'—b':>

b=e<

a = X - arc sen x?
u=x=u=1
v = arc sen x?

y=x2=y' = 2x
1 J:> v'=y‘-z'=—2x
Zz=arcseny =7'= —— NE
iy Lo
Entao:
a‘zuv‘+u'v:>a‘=2—)(2+arcsenx2
V1 — x4
— v3 [ 2
_ e pP=Ex=p = 3x D' eg s b = 32 . @
b=e :}'{q=ep:q’=ep =b'=p'-qg'=b'=3x"-e
' 2X2 2 2 3
Portanto:f(x)=ﬁ+ arc sen x¢ — 3x< - eX",
- X

1
2&“@_ 1 - 2x

" (€ (e 2e"Vx
Z=arccosy=1z= 1 1 S
V1 —y2 X Ve — x
e2x
f'(x)=y'-z'=1_2X- —e  __2x-1
2eqx Ve —x  2Vxe — x2
) fx) = arc sen x
arc cos x
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_arc sen x
arc cos x

1 arc cos x + arc sen x

VI-@ 2V T e

u=arcsenx=u' =

- arc cos x)>2
V=arccosx = V' = ———
V1 —x?2
f(x) = 1 y = arc cos x _ arc cos x + arc sen x

arc sen x + arc cos x

1 — x2 - arc sen x - arc cos x

164. fx)=x-Vx+1 (xo=3)
f(3) = 3-2 =6 = P(3, 6), ponto de tangéncia

X 33X + 2 11
fx) =Vx+1+ —/—=2fX)=—F—=f(3)=—
) 2Vx + 1 ) 2Vx + 1 =7
1 1.9
y—6= 4(x 3):>y——4x 7
165. Uma reta € paralela ao eixo dos x se 0 seu coeficiente angular é

igual a zero, isto €, f'(xg) = O.
Assim, vamos derivar f(x) e obter o ponto X.

Vx -1

u=x+1=u =1 | |

Vx— 1 1 lopp=dyow _ x—3
v=ilx—1=>V = ———— v - _

e o= 17
X)) =0 & % —3=0o0uU Xx,=3
Entdo, f(xo) = f(3) = 2V2.
0 ponto procurado € (X, Yo) = (3, 2v2).
170. &) f(x) = (sen x

U= Ssenx=u' = cos X

v=x2= V' = 2x

f'(x) = (sen x)x2 . {2)( . fnsenx + x2- cos X]

sen x

f'(x) = (sen x)"2 - [2x - €n sen x + x2 - cotg x]
b) f(x) = x°

u=x=u' =1

v=x3= Vv = 3x2
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fi(x) = x° - [3x2 “fnx + x3 %]

—h

")) =% [3x - tnx + 3] = f(x) = x*+ 2+ [3nx + 1]
(x) = (x)¢

u=x=u=1
v=e=Vv =¢et

o
-~
—

}:f'(x)=(x)ex~[ex-€nx+ex-%]=>

= f'(x) = (X)* - e*- [(Zn X + %]
d) f(x) = (eX)tg 3x
u=e*=u' = ¢ }
v =1g 3x = V' = 3 sec? 3x
X
= f'(x) = (eX)€3- [3 sec2 3x - fn eX + tg 3x - %] N

= f'(x) = (e¥)€3 - [3x - sec? 3x + tg 3x]

172. a) v(t) = S'(t) = —aw sen (ot + @)
b) v(0) = —aw sen ¢
c) aft) = Vv'(t) = —aw?cos (ot +¢)
d) a(l) = —aw? cos (v + @)

173. y = A sen kx
y'=Akcos kx = y'(0)=Ak=12 (1) (A>0=k>0)
y'"' = —Ak? sen kx
y'+4y=0 —AKkZsenkx + 4Asenkx=0=k?=4=k=2 (2)
Substituindo (2)em (1), vem: A = 6.
Entdo,A=6e k= 2.

o\ 0NoRYII) — Estudo da variacdo das funcoes

175. f(%) =0ef(1)=0
6x2 — 16x+ 9

(3x — 4)2
Como f(x) ndo € continua para x = % e % & |, entao vale o teorema
de Rolle:
existe ¢ € | tal que f'(c) = 0.

fi(x) =

176. f(—3)=(-3)+3=0
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177.

179.

180.

181.

183.

184.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

, _{ l1sex <2
) = —1sex>2

Como f(x) nao € derivavel para x = 2, que pertence ao intervalo |, nao
vale o teorema de Rolle: ndo existe ¢ € | tal que f'(c) = 0.

_{ 1sex<0
| -1sex>0

Como f(x) nao € derivavel para x = O, que pertence ao intervalo |, nao
vale o teorema de Rolle: ndo existe ¢ € | tal que f'(c) = 0.

—h

(x)
f(x)
(2) =

f(4):O:>f( ) = f(4)

Seja ¢ € |, tal que f'(c) = O.
fx)y=2x—-6=f()=2c—-6=0=>c=3

— 6x+ 8,1 =1[2,4]
ontlnua e derivavel em R e, portanto, em I.

—
|CD\ ||

fx)=x3—2x2—x+2,1=[—1, 2]

f(x) € continua e derivavel em R e, portanto, em I.
f(=1)=1f2)=0

Seja ¢ € |, tal que f'(c) = O.

f'(x) = 3x3 — 4x — 1 = f'(c) = 3¢2 — 4¢ — 1:O:>c=¥
f(x) = x3 — 16x, | = [0, 4]

f(x) & continua e derivavel em R e, portanto, em I.

f(0)=f(4)=0

Seja ¢ € |, tal que f'(c) = O. 4\/—

f'(x) = 3x2 — 16 = f'(c) = 3c2 — 16 =

fix) =x2+2x—1,1=10, 1]
f(x) € continua e derivavel em R e, portanto, em I, e f'(x) = 2x + 2.
Ainda f(0) = —1 e f(1) = 2, isto €, f(0) # f(1).
Entao:

Ve — f(0) _ _1
f'(c) = 1-0 =2c+2=3=cCc= 5"
fx) = o2, 1= [0, 1

f(x) é continua e derivavel em [0, 1] e f'(x) = 2

3%x
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185.

186.

188.

189.

190.

192.

f(0)=0
fE1;:1}:‘f( ) # f(1) (2° caso)
f'(c) = %/_ 1:8=1=>c=%

= V100 — %2, 1 = [—8, 6]

. P o —X
f(x) € continua e derivavel em | e f'(X) = ————.
V100 — x2
f(-8)=6 —C _8—-6 1

fe)=8 O ooz 6+8 7
= —7c=V100 - 2= c= +V2

X2+ 4x
f(X)— X_lvl_[216]

2 _ oy _
f(x) é continua e derivavel em | = [2, 6] e f'(x) = x(x_2—x1)24
f(6) = 12 = f(2)

s e CP—2c—4 12-12 0 .
Entao: f'(c) = Cc—17 62 =0=c¢c"—-2c-4=0=
—c—1=+5.

Como c = 1—\/365 l,entaoc = 1+\/€éasolugéo.
f(x) = ﬁ nao € continua para x = 3, que estaem | = [1, 6].

o 2x—-1 p _4 . _

f(x) = R nao é continua para x = 3 que estdem | = [1, 2].

f‘(x):{ 3sex<1

—3sex>1

f(x) ndo é derivavel para x = 1 (embora seja continua nesse ponto),
que esta no intervalo | = [—2, 4].

a) f(x) = 2x3 — 15x2 — 84x + 13
ff(X)=6x2—30x—84=0ox<-20ux=7
b) gx)=2cosx —x+ 1
g'x)= —2senx—1
g'(x)=—(1+25enx)>0<:>1+2senX$O=>senx<—%=>
:%‘T+2kw x<11T"+2kw(keZ)
Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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c) h(x) = sen x — cos x
(x) = cos x + sen x
(

h
h'x)>0=>cosx+cos<%—x>>0=>

:@-cos(x—%)zO:—EJerwsx—

™ m
> ZSE+2K’1T

Entdo: —F + 2km < x < %Tﬂ + 2k,

d) i(x) = |Ix| - 1]
Construindo a tabela, podemos ter o grafico de i(x):

YA
1 —x—1,x<-1
i) = x+1,-1<x<0
N 1 ~ -Xx+1,0<x<1
1-1 x—1,x=1
-1, x<-1
. o 1, -1=x=<0
Assim, temos: i'(x) = 1 0<x<1
1,x=1

Entdo:i'(x) = O para—1=x<0oux=1.

194. a) f(x) = 3x*+ 4x3 — 12x2 + 1
f'(x) = 12x3 + 12x2 — 12x
f'(x) = 12x(x2 + x — 2)
Estudando o sinal de x2 + x — 2, temos:
X2+x—2=0parax<—-2oux=1
{x2+x—2$0para—2sxs1
Assim, temos:

Rt+x—2)—t = = F o
:72 1

(12x) ————J————= X

12x(x2 + x — 2) il — T e x
-2 0 1

Portanto, f'(x) < Oparax < —2ou 0 < x < 1.
b) g(x) = e —x
g =e~1
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gx)=0oef-1s0=oefsl1l=hef<shl=x<0

3+ 1) (3x+ 2 5 ,
h(x) = =X (X)+ i)QX L T = =0, ER— (1)

Entdo, h(x) € sempre crescente.

d) i(x) = arc sen x
i'(x) = 1
V1 — x2

Entdo, i(x) € sempre crescente.

=i'x)=0,VxeR - {1}

195. fx) =x3—9x2+ 15x — 5
f'(x) = 3x2 — 18x + 15
f'(x) é crescente parax < 1 ou x = 5.
f'(x) é decrescente para 1 < x < b.

196.  fx)=x*+ 4

f'(x) = 0= x3= -1 = x = —1 (crescente)

) — Ay3

fx) =4+ 4= { f'(x) < 0= x3 < —1 = x < —1 (decrescente)
197. f(x) = x5 — 23—5x3 + 20x — 2

f'(x) = 5x* — 25x2 + 20

Fazendo x2 =y, temos f'(y) = 5y2 — 25y + 20.
Calculando as raizes, temos:y = 1 ouy = 4.
Assim:x2=1=x=*lex?=4=x==%2.

-1 —+ + — + * . x
! =1 1
- T -1+ oy
O =4 —7 2
f) — i + - + o
-2 -1 1 2

f(x) é crescente se f'(x) = 0: x < —-2ou—-1<x<loux=2.
f(x) € decrescente se f'(x) < 0: —2<x=<-1loul=sx<2.

198.  fx)=x+ =
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x2—1) *1. S .1+ > X
0 N S S S S
|7|7|+
fl 1 1 :X
W=

f(x) € crescente se f'(x) = 0: x < —1 oux = 1.
f(x) € decrescente se f'(x) < 0: -1 <x<1ex # 0.

199.  f(x) = xV9 — x2
Pog = Vo + X2y - 9= 2¢

2V9 — x2 V9 — x2

9 — 2x2 — = > X
X |73\/5| |ﬂ |
2 2

V9 — X2 —tr  +  + X
-3, : : 3
R

f'(X > X
0 -3 =32 32 3

2 2
Observacao:

VO-x2>029-x2>0=>-3<x<3
Se 9 — x2 < 0, ndo ha significado.

Entdo: f(x) é crescente para — 2\6 sSX< #
f(x) é decrescente para —3 < x < _32\/5 ou g = x < 3.

200. fx)=2-Yx—1

fi() = ——
3% (x - 12
-1 3
o -0 & VK- D < 0= (x— 17 <0 (falso)
-1 3
R 0° V(x - 12>0=(x— 12> 0, Vx ER

Entdo, f(x) &€ decrescente, para todo x real.
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2x+ 1,sex<2 v ] 2,ex<2
201. 1:(X)_{7—x,sex>2 1:(X)_[—l,sex>2
Entao, f(x) € crescente para x < 2 e decrescente para x > 2.
x> —1,sex<1 oo 2x,se x < 1
202. 1:()()_{x24r2x—3,sex>1if(x)_{2x+2,sex>1
Obtendo as raizes de f'(x), temos:
para f'(x) = 2x,x =0eparaf'(x) = 2x + 2, x = —1.
2x — - + > X
2x + 2 + a * e x
. - - + +
e
Para x < 1, predomina para f'(x) o sinal de 2x e para x > 1 predomi-
na o sinal de 2x + 2
Observa-se que em x = O ha mudanca de sinal de f'(x).
Entdo, f(x) & decrescente para x < O e crescente para x = 0.
x2+x,sex<0 2x+ 1 ,sex<0
203. f(x) = Xx,se0<x=1=f(Kx= 1,se0<x<1
2x — x3,sex> 1 2-3x%,sex>1

Dai vem a tabela de sinais de f'(x):
1

2 0 1
—

f'(x)

sinal de 2x + 1 sinal de 2 — 3x?
Conclusao:
. 1
f(x) é crescente para 5 s=x=<1.
. 1
f(x) € decrescente para x < 5 oux=1.

204. fiR,— R, f(x) =€nx+ €n(x + 2)

1 1 2x + 2

M= 522wy
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2X + 2 — - _:_ t e x
X(x + 2) tz — — 0 o x
£(x) e x

-2 -1 0
Como o dominio é R¥, ndo interessa o que ocorre quando x < O.

f(x) é crescente para Vx, x € R*.

-Xx,sex<=-—1
205. f(x) = x2,se —1<x=<1
e~ lsex>1

f'(x) = 2x,se —1 <x<1

| —-1,sex< —1
el sex>1

Considerando f'(x) = 2x, verifica-se que f'(x) < 0 se x < 0 e
f'(x) = 0 se x = 0.

Entao, f'(x) < O para x < 0 e f'(x) = O para x = O, porque:

x<0=f(Xx)=—-1ouf(x)=2xe

x=0=f(x)=2xouf((x)=e "1

Assim, f(x) é crescente em R, e decrescente em R_.
206. f:[0,2n] — R, f(x) =2 + 3 -sen <2x - %)

f'(x) = 6 cos (2x - %)

Determinando as raizes de f'(x), temos:

T\ _ _m_m _5m  km
cos(2x §>—0:>2x 3—2+kw:>x—12+ 5
(I) + 1 _ 1 + 1 _ T|2w + 1
' 51 g 17z 237 297
12 1 1 12 12
- . 5 11 17
Entao, f(x) € crescente para 0 < x < 17 ou 12 s X< o
23w 57 11w 17 23w

=T < X < 27 é decrescente para

2512 %M ST
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207.

208.

209.

212.

213.

214.

f:R— R, f(x) = ecsx

f'(x) = —sen x - e°95X

f(x) é crescente se f'(x) = 0, isto €, —sen x - e°°5* = 0 =

=>senx- e *<s0=ssenx<0=>7w+2kn<x<2w+ 2km (k€ Z)
Analogamente, f(x) € decrescente se sen x = 0 = 2kw < X < 7 + 2kmw
(k € 2).

X+COSX— Senx _ CcoSX- (x — tgx)
X2 B X2

f'(x) =

Para todo x € ]O, > [ temos x < tg x; entao, f'(x) < O, e, portanto,

f(x) é decrescente.
f(x) = 3x5+5x3 + 1

lim (3x°+ 53+ 1) = lim {x5(3 + 52 + 1)] = —o

X — —o X — —oo

lim (3x5+5x3+ 1) = lim {x5(3 + 52 + 1)] = +oo
X — +® X — +%

Isso significa que a fungdo continua f(x) = 3x® + 5x3 + 1 tem imagem R.
Sua derivada f'(x) = 15x* + 15x2 é maior ou igual a zero para todo x
real, entao f(x) & crescente.

Conclusao: seu grafico sé pode cortar o eixo dos x num unico ponto.

Sejam x4 € 1 e x, € |, com xq < Xo.
Temos:
1

1
X1 < X9 = f(Xq1) = f(Xo) zm = f(Tz)

= h(X1) = h(xp) =

= h é decrescente em |.

Sejam f(x) e g(x) crescentes, isto é:

X1 < Xo = f(xq) < fxo) (1) €x1 < X0 = 8lxq) =< gx2) (2)
Entao, sendo h = fog, isto €, h(x) = (fog)(x) = f(g(x)), vem:
de (2): glxs) < glxo) = flglxy)) = flglx2)) = hlxs) < hixp) =
= h(x) é crescente em I.

f(x) = —x2 — 5x — 4 5
f'(x) = —2x — 5, cujaraiz é x = -5

-

5

2
—% € ponto de maximo.

\
x
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215. f(x)=2x2— 8x + 11
f'(x) = 4x — 8, cujaraizéx =2

X = 2 é ponto de minimo.

216. fx)=x3—-27x+ 1
f'(x) = 3x2 — 27, cujas raizes sGox = -3 ex =3

L]
| » X
-3

3

X = —3 é ponto de maximo e x = 3 é ponto de minimo.

217. fx)=—-x3+6x2—12x+ 8
f'(x) = —3x2 + 12x — 12, cuja raiz € 2

x = 2 é ponto de inflexao.

218.  f(x) = (x — 8)3- (x — 6)*
'"X)=3x—8)2-(x—6)*+ 4(x —8)3- (x — 6)3

+  +  + o+

(x — 8)? g X
- 6 — - + + |+
- | - + | +
(7x — 50) 50 X
+ 7+ +
' — X
f'(x) 6 50 3

7
X = 6 é ponto de maximo.

Conclusao:

50 | .
X = - € ponto de minimo.
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219.

220.

221.

1
=256
f'(x) = X5 cujaraizé x = 2
X2+ 5x—6p Y 2
e 5 o
| > X x=-5¢€ ponto de maximo.
_3
2
f(x) = cos 3x
f'(x) = —3 sen 3x
3x =0+ 2k = x = 2L (ke 2)

sen 3x=0=1 ou

3X=1T—O+2k'n':>x=—(2k—gl)ﬂ k €2)
+ - + - + - +
sen 3x 0 o 2w m 4w 5w 2w X
3 3 3 3
-3 — — — - — - - X
, - + - + - + -
=% % 2z = 2z 51 27
3 3 3 3
pontos de méximo: x = —w; X = 4—17; X = 2 ...;isto é, x = 2km
3 3 3
. a 5 . . 2k + )
pontos de minimo: X = = X = m; X = ——; ...; ist0 é, X = ————
3 3 3
= -
f(x) = sen <2x 4>
f'(x) = 2 cos (2x - E)
4
2x— T =Tt Dk x =T 4k (k€ 2)
42 m g T

cos<2x—1>=0:> ou

4 T 1T 7
2X_Z__E+ 2kTr=>X—?+kTr(k€Z)
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223.

224,

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

PO 30 7% 1z &z 1% B2

8 8 8 8 8 8

ai o 3w o 1lw 19w . L, _3m
pontos de maximo: x = g ,x——8 ,x——8 ;... istoé, x = 3 + Kt
ke 2)

oo Iw, 45w 23w, .. . _TIm
pontos de minimo: x = g ,x——8 ,x——8 ;... iStO €, X = 8 + Kk
kez)

f(x) =x-€nx
f(x)=1+ €nx,cujaraizé x=e1
Consideremos x; < x;sejax; =e 2=1+{ne2=1-2=-1<0.

Consideremos x, > x; sejax, =e? =1+ {ne’=1+2=+3>0.

] . -
| > X x = e~1¢é ponto de minimo.
o

1

f(x) = €n (x2 + 1)

f'(x) = x22TX1 cujaraizéx=0

2Xx . X
(x2 + 1) Ly x = 0 é ponto de minimo.
f-(x);(')+_ X
f(x) = e~ 3
f(x) = (3x2 — 3) - e~ 3 cujas raizes sdo x = —1oux = 1
32 -3+ — X
-1 1
s + + +
eX 3x X
. + - +
'(x) = ] X
x = —1 é ponto de maximo e x = 1 é ponto de minimo.
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226. fx)=x2—4x—1
) =2x—4= fX)=0= 2x -4 =0 = x =2

— } + > X X = 2 é ponto de minimo.
2

f2)=4-8—-1=-5 = f(2) = —5 é o valor minimo.

227.  f(x) = x* + 8x 5
fX)=43+8= 4x3+8=0 = x=V-2
Sejax, = —2,x; < x. Entdo, f'(x) = —32 + 8 = —24 < 0.
Sejax, = 2, x, > x. Entdo, f'(x) = 32 + 8 = 40 > 0.

3
- | + - X x = V=2 é ponto de minimo.
=2
4
f(3\l —2) = (3\1 —2) + 83\1 -2 = 2% + 83\1 —2 é o valor minimo.
228.  f(x) = ——
' T 1+ x2
. 1—x2 . ) -
f'(x) = m cujasraizessaox = —lex=1
(1-x) — + —> X
(1+x2 — 1 x=-1 € ponto de rjm"nimo e
_ N B x = 1 é ponto de maximo.
f'(x) > X
-1 1
1. .
f(—1) = -5 € o valor minimo

229.  f(x) = x2e*

f'(x) = xeX(x + 2), cujas raizes sdox =0ex = —2
X — — * ex
5 >
P I x = —2 & ponto de maximo e
X -2 RS x = 0 é ponto de minimo.
P — L — L F oy
-2 0 o
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f(—2) = (—2)2 - e 2 = 4e~2é o valor maximo.
f(0) = O é o valor minimo.

230.  f(x) =

——7)()2>0,\V/XER

231. fix) = (x — 1)

- +
33— 1 —=x  x = 1é ponto de minimo.

f'(x)

f(1) = O é o valor minimo.

232.  f(x) = x3 — 9x
f'(x) = 3x2 — 9, cujas raizes sdox = —V3 e x = V3

fog - =+ o x=-V36 ponto de maximo.
SRR x =V36 ponto de minimo.

f(—v3) = (—V3)° —9(—V3) = —3V3 + 93 = 6\3
t(v3) = (V3)’ - olV3) = 3V3 ~ 9V3 = —6V3
Entao: (_\/E, 6\/5) € ponto maximo e (\/3 —6\/5) é ponto minimo.

1+x—x2
238 WETEe
vor 21 = 2x) PR
f(x)——(1_X+X2)2,CUJara|zex 5
N 1 -
| > X X = —= é ponto de maximo.
I 2
2
fi =§:> igé onto maximo
2)~ 3 2°3)°P '
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_ y3
234, f(x) = = o~
—(y3
f'(X):%: x =—2 6 araiz
Sejax, = ~2<V-2 = f(-2)= > <0,

Sejax, = ~1>3—2 = f(-1)=2>0.

3
| > X x = Y —2 & ponto de minimo.

f(il—_2) _1 (_3\/(;2_)_22) = ?{/SZ = (i/—_2 %)é ponto minimo.

235.  f(x) =%
1
f‘(x)=%3€nx = x=e?2éaraiz

1
Sendo x; = e 1 < e?, entdo f'(e1) = 2e3 > 0.
1

Sendo x, = e > e7, entao f'(e) = —é < 0.
1
* — > X x = e2 é ponto de maximo.
1
eZ
1 e3 1
f(ei) = M -1 = (e2 1 € ponto maximo
( 1)2 2e ' 2e)°P '
e2
236. f(x)=x34+ax2+b
x=0
f'(x) = 3x? + 2ax = 3x2 + 2ax = O temraizes 1 OU o,
-3
Sendo (1, 5) um extremo relativo, entao —% =1ef(1) =5.
(g _3
Daia = 5
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%Wmﬂﬂ=1—%+b=5=¢b:%a
__3 _ 11

Portanto, a = 5 e b= 5
2
3

238. fix) = (x —2)
Como f € derivavel em [1, 5], apliquemos o teorema de Fermat:

f'(x) = 2
3Vx -2
+ +
2 — X
32 —1——>x
F) ———+

Entao, x = 2 é ponto de minimo interior.
Calculemos o valor de fnesse ponto e nos extremos do intervalo [1, 5]:

2
f(1) = (1 - 2° = V(-1 =

2
f(2)=(2-23=0

2
f(5)=(5 - 23 =VF =19

0 valor maximo absoluto de f no inter;/alo [1, 5] € 0 maior dos nime-
ros f(1), f(2) e f(5); portanto, f(5) = Jo.

0 valor minimo absoluto de f no intervalo [1, 5] € o menor dos nime-
ros f(1), f(2) e f(5); portanto, f(2) = 0.

Assim, x = 2 € o0 ponto de minimo absoluto e x = 5 é o ponto de
maximo absoluto.

239. f(x) = " iL > € continua no intervalo [3, 6], em que nao esta x = 2.

= —(x oy entao f'(x) < O para todo x do dominio de f.

Calculando f(3) = 1 e f(6) = % temos que x = 3 é ponto de maximo
absoluto e x = 6 € um ponto de minimo absoluto em [3, 6], pois f(x)
€ decrescente.

240. h = 30 + 20t — 5t2

h"=20—-10t=0 = 20—-10t=0 = t=2
A altura maxima é atingida no instante t = 2s.
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241.

243.

244,

s =a - cos (kt + {)

v=s'= —ak-sen (kt + €)
a = V' = —ak? cos (kt + ¢)
a) A velocidade v é maxima no instante em que sen (kt + €) = —1,
. 3w _ 3w L  2nm
ou seja, kt + € = 5 +2nfrr=>t—2k k+_k'

A posicao em que isso ocorre é

s=a-cos<37w+2nfn>=0.

b) A aceleracao o € minima no instante em que cos (kt + €) = 1, ou
seja,
kt + € = 2nm = t:—£+2n—w.
k k
A posicao em que isso ocorre €

S = a - cos (2nm) = a.

X +y = semiperimetro = x+y=a = y=a — X
x A drea do retangulo é dada por S = xy.

Entdo: S =x(@a — x) = S = —x2 + ax.
y
Derivando: S'= —2x +a = x = % é raiz.
Considerando 0 < x < %, S'=—-2x+a>0e para% <x<a,
S'=-2x+a<0,isto &, x = % € ponto de maximo local.

P L. A B a a_a . .
A area maxima do retangulo se da para x = Ee y=a-— 5= isto €,
quando o retangulo é um quadrado.

perimetro = 2R + 2¢ + 2m ¢
{=R-cos6 \/
m 0
5 = R - sen >
R
entao:
perimetro P = 2R + 2R cos 6 + 4R sen%
R R
P'= —-2Rsen 6 + 2R cos%
m m
2 2
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. — coc 2 csen L cos 8 os l
P'=0 :>sen6—0032:>2 sen2 0032—cos2z>
:>sen£=£:>£=£:>e=1
2 2 2 6 3
O<6<%:>P'>0
= % € ponto de maximo local

™ T .

entao o perimetro maximo é:

Prmax = P(%)z 2R + 2R - cos 5 + 4R - sen & = 5R
246. A o A
h g
2R
R
- D’
2R—h
1o
E E
No AABE, temos:
g2 =2Rh = g = V2Rh
e
2=h(2R — h) = r="h(2R — h).
Ag = mrg

A, = mVh(2R — h) - V2Rh

A, = m4R2h2 — 2Rh3

Derivando, vem:

A 8R*h —6Rh? _ __R(AR —3h)

=

m
2V4R2h2 — 2Rh3 V2R(2R — h)
Determinando os zeros de Ay , vem:

A'€=O(:>4R—3h=0:>h=%R.

83 R2er=¥R.

Sendo h = iR,vem A, = 5

3
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2417. V= 1 r2h
3
Considerando o ACOD, temos:
x2=(h—-R)2—-R2 = x=1'h2 — 2Rh.
Considerando a semelhanca entre os
triangulos, ACOD ~ ACEB, vem:
X R Vh2 — 2Rh R
22T TR _=1
h r h r
- h2 — 2Rh _R_2:> 2 = R2h
A h2 P " h— 2R’
Substituindo o valor de r2 na férmula do volume, vem:
1 R2h _ @R? h2
V‘?“(h—QR)'h = V=3 <h—2R)'
Derivando, temos:
V,:w_Rz_ h(h — 4R)
3 (h — 2R)2"
Determinando as raizes de V', vem:
h(h —4R) =0 = h =0 ou h=4R.
Comoh =0 = V = 0, entao devemos ter h = 4R.
Sendo h = 4R, vem V = %wRS er=RV2.
248. _[ I_
L ! Kk
.
V24— 2x -
X1 X
] 1] 24 — 2x
24

Volume da caixa aberta = area da base X altura

V=24 —-2x)2 -x = V=4x3 — 96x2 + 576x

Derivando, temos:

V' = 12x% — 192x + 576, cujas raizes sdo: x = 4 e x = 12.

. x = 4 é ponto de maximo e

4 12 - X = 12 é ponto de minimo.

Para o volume maior possivel, devemos ter x = 4 cm.
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A X V102 + (20 — y)?
~ tl:Vl Sty = i y)
X
By by C it 4 - My?—40y+500  y
| 20 1 1 2 4 5

Derivando, temos:
_ By — 100 + 4Vy? — 40y + 500
20Vy2 — 40y + 500

4\y2 — 40y + 500 = —5y + 100 = y = 33,3 (rejeitada) ouy = 6,6.
Entédo,DC =y =6,6 e BD =20 —y = 13,4.

t' e, fazendo t' = 0, vem:

Al X 4 YTLoX z
I i |
X = 27r L—-x=4z
r=> ;- L—X
217 4
Ao:1TF2 A|:|:Z2
S _(L—x7?
Ao =T g Ao="75
_x L2 2x 4 X2
Po=r M=
2 2 _ 2 2 _ 2
A=AO+AE,=X—+L 2Lx + x2 _ (4 + mx* — 2nlx + 7wl

4 16 167

Para procurar o valor maximo, devemos obter A':

Ao 204+ mx — 2mL

16T
A,:(4+1T)X—’1TL
8w
De onde, A' =0 = (4 + mx — L= 0 = x = —=T—
’ 4 +
P AL
edaiy=1L X =y=Z7—
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251.

252.

_ mr*h 2 3V
r V= 3 :>r_17h

Ay = mrg = mr\Nr2 + h?2 =
T

_ . [ov 3w _
T\ 72h? Tr
2
= | 2%+ 3avn

I
_ar?h R
De V = 3 Vv =3 h2,entao.
23 _3v _1
h? wh3 6V 2
r 1
edai— = —.
h 2
X X
y y y
X X

O comprimento da cerca é L = 4x + 3y. A area de cada curral é A = xy,

entdoy = % e dai:

L=4x+%
X
L=a-2
Impondo L' = 0,vem 4x2 — 3A =0 = xzﬂ, que é ponto de

2
minimo, conforme se vé pela variacao de sinal de L':
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+ - o
_V3A V3A
2 2
Calculemos o valor de Ly:
Lon = 4 - Yo sa 4\3A
2 3A
2
¢
253. <
L
3

A secao reta da calha é um trapézio de area:
A=£-[2x+2£}=h<x+£>.

2 3 3
Temos também:
_t _m\_ L
h—3 cos(@ 2)—3 sen 0
x=£'sen e—lz— cos 0
3 2 3
entao:
2 2 {2 sen 20
= ?~sene cose+?~sene—9(sene 5 )
2
A'=%(cose—cos26)=0:,,cos26=c:056:,a6=2?qT

254.  f(x)=x-(x — 2)3
f'(x) = (x — 2)%(4x — 2)
f'"(x) = (x — 2)(12x — 12)
Calculando os zeros de f'(x), temos: x = 2 e x = %

Calculando f"(x) nesses pontos, temos:

f'(2) =0
o1 1 -
f > >0= > € ponto de minimo.
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X
255. f(x) = 112
N G|
A
2x(x2 — 3)
fll —
W=
f'x) =0 = x = —1oux = 1 (raizes de f'(x))
Substituindo em f"(x), vem:
f'(—1) = % >0 = x = —1 é ponto de minimo.
f'(1) = —% <0 = x =1 é ponto de maximo.

256.  f(x) = x2eX
f'(x) = xeX(2 + x)
f'(x) = eX(2 + 4x + x2)
Obtendo as raizes de f'(x),vemx = 0e x = —2.
Calculando f"(x) nesses pontos, vem:
f'(0) =2>0 = x = 0 é ponto de minimo.
f'(—2) = —2e72< 0 = x = —2 é ponto de maximo.

257. fix) =e*+e X
fiix) = e*—e™
f'"(x) = eX+e™X
Com f'(x) = O temos, para raiz, x = 0.
Calculando f"(0), vem: f"(0) = €° + €© =2 > 0.
Portanto, x = O é ponto de minimo.

258.  f(x) = log, (1 + x?)

vy — 22Xy _
f'(x) = 1+X2,f(x)—0 = x=0
2 —2x2
f'(x) =
A P
Entdo, f"(0) = 2 > 0 = x = 0 é ponto de minimo.
2
259. fix) = (x — 1)3
2
ff(X)=—F—=+#0
33— 1
Nao é possivel determinar os extremos usando o critério da derivada
segunda.
n %
260. f(x) = N %2
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€nx—2€ni €ni

f(x) = 2 _ X
x(€n x)3 X (€n x)3

, 4 4

f(x)=€n7=O = 7=1 =>x=4

Calculemos f"(x):

—[en X + €n%(€n X + 3)}

f"(x) =

X2(€n x)*
S eman -1 o ..
Entao: f"(4) = —16( n 47 <0 = x = 4 é ponto de maximo.
Entao, determinemos f(4):
_tn2 1 1 B -
f(4) = Una2 ~ 4n2 = P(4, Tino ) € ponto de maximo.
261. f(x) = —(x — 1)2
f'x) = 2x—1);f'xX)=0=x=1
f'"(x) = =2 <0 = x =1 é ponto de maximo.
Entdo: f(1) = 0; f(—2) = —9; f(3) = —4.
Isso significa que:
x = 1 é ponto de maximo absoluto.
x = —2 é ponto de minimo absoluto.
262. f(x)=x2—4x+ 8
f'x) =2x — 4 = x = 2 é raiz de f'(x).
f'"(x) =2 >0 = x = 2 é ponto de minimo.
Entao: f(—1) = 13; f(2) = 4; f(3) = 7.
Isso significa que:
x = —1 é ponto de maximo absoluto.
x = 2 é ponto de minimo absoluto.
X+ 2,sex<1
263. f(X):{x2—6x+8,sex>1
£0x) = 1,sex<1
() = 2x — 6,sex =1 = x = 3 éraiz de f'(x)
£ 0x) = 0, sex<1
x) = 2, sex =1 = x = 3 é ponto de minimo
Calculando os extremantes:
f(—6) = —4; f(5) = 3; f(1) = 3; f(3) = —1.
Concluimos:
x =1 e x = 5 sdo pontos de maximo absoluto.
X = —6 é ponto de minimo absoluto.
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265.

267.

Seja P(x, y) um ponto da curva (x — 3)? + (y — 6)? = 20.
x—3V? [y—-6y_ .
Notando que + = 1, facamos:

V20 V20
X_3=coseey_ =senf
V20 V20

(Assim teremos a vantagem de lidar com uma s6 variavel: 6.) Temos, entao:
x=3+V20-cosH e y=6+@-sen6.
Calculemos a distancia entre P(x, y) e (—2, —4):

d=Vx + 22 + (y + 42 =" (5 + V20 - cos 6)2 + (10 + V20 - sen )2 =

=145 + 10720 - cos 6 + 20V20 - sen 9

Para calcularmos os valores de 6 que tornam d minimo (ou maximo),
calculamos d' e impomos d' = 0. Resulta —sen 6 +2-cos6 =0 =
= tg 6 = 2. Dai resultam as alternativas:

seneziecose=L = P(5,10)

B V5

ou

senez—iecosez—L = P, 2)
V5 V5 ’

As distancias desses pontos ao ponto (—2, —4) sao, respectivamen-
te, V245 e V45.
Conclusao: (1, 2) é que esta a distancia minima.

C A figura ao lado € uma secao da esfera e do
cone inscrito, feita por um plano contendo o
eixo de simetria do cone.

0 volume do cone é dado por:

V = % r2h, em que r = BE (raio da base do

A B cone) e h = CE (altura do cone).
5 No triangulo retangulo BCD, temos:

(BE)2 = (CE)ED) = r2=h(2R —h) = 2Rh — h? = r="V2Rh — h%
Entao, em funcao de h, temos:

-7 2_ 13
Vv 3(2Rh h3).

Procuremos o valor maximo para O < h < 2R:

V' =2 (4Rh - 312)
V=0 = h= AR
3 4R
ComoV =0parah=00uh=2Re,sendoh = 3 entao:
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3
32;1R ; portanto, h = ﬂé 0 ponto de maximo

V= 3

m (32R3 B

3 (7) =V
para V e, hesse caso,
4R 16R? _ 2V2R

2R - 3 5 = r= .

268. A éarea total é dada por: A; = mr(g + r) (1)
Considerando o ACOD, temos:
x2=(h —R)2 —R2 = x =Vh2 — 2Rh.
Comog=x+rentdog=vh2 — 2Rh + r (2)
Mas devemos colocar toda a equacao em
funcao de uma Unica variavel.
Entao,dasemelhangadostriangulos ACODe
h2 —
A ACEB,vem:L=B=>h—2Rh=B
h r h r
RZh h
2 _ RN -R.
h—2R = =R yy—2m ®
Entao, substituindo (2) e (3) em (1), vem:
/ 2~ %Rnh / [ h
= A= R—h R
Derivando, vem:
+ _ h2 —4Rh
A= (h = 2R) e,com A, =0,temos h = 0 ou h = 4R.
Como A,=0seh =0,entdoh = 4R e A, = 8mR2.
Entdo: r=R - h_or — r=vV2R.
268. Uma caixa de dimensodes x, 3x e h, com tampa, planificada, € mostra-
da na figura abaixo: |,
\\
3x
hf/ X ‘\\I<—X—>|
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A area de papelao utilizada para montar essa caixa é:
S = 2(xh) + 2(3x - h) + 2(3x - x) = 6x2 = 8xh.

O volume da caixa é V = (3x)(x)(h), entao h = % e dai

8V
— 2 -
S = 6x° + Ve
8V
S'=12x — ?
3 3
2V V6V V6V
- —3/<r _ YOV =
S 0 = x 9 3 =h >
As dimensodes procuradas séo V 3\!

270. E xy = 300 = y = 222
(x + 4)(y + 3) = A (area total da pagina)
Entdo: A = 3x + 4y + 312.
N y“’ Comoy = & vem:
1,5 1,5 y X :
A=3x+4- @+312:>
X
2
12 o A= 3(x2 + 1o:1x + 400)
Derivando A, temos:
_ 2
A = g (2x+ 104) (>)<(2 + 104x + 400) Aa—3. x2400

Determinando as raizes de A', vem x = —20 ou x = 20.
SO interessa o valor x =20 = y = 15.

x+4=24
Entao, as dimensodes da pagina sao: < e
y+3=18

271. preco de venda, por quilo = 3000 — 30x (x € o n® de dias)
variacao do peso, por dia = 150 + 2,5x
preco de venda do porco: v = (3000 — 30x)(150 + 2,5x) (1)
custo do porco por dia: 2000
custo do porco em x dias: ¢ = 2000x (2)
lucro = (1) — (2)
£ = (3000 — 30x)(150 + 2,5x) — 2000x
¢ = —75x2 + 1000x + 450000
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Derivando:

€' = —150x + 1000.

Obtendo a raiz, vem: x = 6,6.

Se vender no 62 dia, o prego de um porco serd Cr$ 453300,00.

Se vender no 7° dia, o preco de um porco sera Cr$ 453 325,00.
Entdo, o lucro serda maximo se o fazendeiro aguardar 7 dias para
vender 0S porcos.

272. custo = a + bx (x unidades)
venda = e — dx (cada unidade)
lucro = € = (¢ — dx)x — (a + bx)
=cx —dx2 —a — bx
= —dx2+ (c—b)x —a
Derivando, vem:
€' = —2dx + (c — b)

Obtendo a raiz de €', vem:

=0 e —20x+(c—b =0 = x=L
2d
273. f(x) = x3 + 9x
f'(x) = 3x2 + 9x
f"(x) = 6x
Araizde f"(x) = 0éx = 0.
+ Para x < O, concavidade negativa.

> X

| Para x > 0, concavidade positiva.
0
Calculando " (x), vem:

f"(x) = 6 # 0.
Entao, f(0) = 0 = (0O, O) é ponto de inflexao.

274.  f(x) = ﬁ
o = B = o = g2
frig = —-2XbE = 1) (;2()(_2 1)21)(4X3 — 4x)
F1(x) = 2x(xE‘X;L _2x12)4— 3) ) = 2x(x2(xz i)(1<)24+ 3)
= f'(x) = —2&(2’(2_“;;)

Fazendo f"(x) = 0, vem x = O como Unica raiz real.
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275.

276.

Os pontos x = —1 e x = 1 sao pontos de descontinuidade, pois
anulam o denominador.
Verifiquemos o sinal de f"(x) nos intervalos referentes aos extremos

-1,0e 1.
1\(1
ooz - 2223 f%) _ 2(?)(? +33> 0
F-1)
_1yL
9T | e
£ (x) — il : 1 T .
-1 0 1 X

Assim, temos: concavidade positiva para -1 <x<Ooux > 1
concavidade negativa parax < —1 ou0 <x <1

Como x = 0 é raiz de f"(x), entao vem f(0) = % = 0, que signi-
fica P(O, O) é ponto de inflexao.
f(x) = 5\lx -2
1
f'(X) = —g—
53(x — 2)
" —4x -2
f"(x) = — 55

Resolvendo f"(x) = 0, vem x = 2.
Analisando o sinal de f"(x) a esquerda e a direita de 2, vem:

£"(1) =;—g§/—_1 >0

(%) I

N
=<V

(3 =2 V1 <0

Entdo: para x < 2, concavidade positiva
para x > 2, concavidade negativa
Sendo 2 raiz de f"(x) e f(2) = 0O, entao P(2, 0) é o ponto de inflexao.

2X
f(x) =
Vo —ap

3 i
, 2(x2 + 4)2 — 2x - 32+ 4)2 —4(x2 — 2
g 2 A 2B a g —abl - 2)

[(x2 + 4)2] (x2 + 4)2
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5 3
— 2 2 2 _9). 2 2
Frix) = 8x(x2 + 4)2 + 4(x 222) 5x(x2 + 4)
[(x2 + 4)2}
2 _
(x2 + 4)2

Determinando as raizes de f"(x), temos:
12x(x2 = 6) =0 = x=—V6 ou x=V6 ou x=0

12x 0 + + > X
X — 6) —= — — * o x
-6 \6
# -+ -]+
W% 0o w

Estudando os sinais de f"(x), verificamos que:

para x < —\V6ou0<x< \/E, concavidade negativa,
para -V6 <x<0oux> \/E, concavidade positiva.
Para obter os pontos de inflexao, determinemos f™(x).

7 5
woor 362 = 2)(x2 + 4)2 — 12x(x2 — 6) - Tx - (2 + 4)2
f"(x) = P
(X + 4)2]
_ 4 _ 2
F(x) = 48(x 12xg + 6)
(x2 + 4)2

Entao, temos:

(_yg) - —4BB6 721 6) ,

(6 + 4)2
f(yg) = —48(36 = 73 0.0 fmo) =280 09+ 6.,
(6 + 4)2 0+ 4)2

Assim, —\/E, V6 e 0 sdo abscissas de pontos de inflexao.
Determinemos as ordenadas desses pontos:

fl—ve) - Aol _ Yo (5, B0)

Vios 50
_2(V6) _ V6o (@)

f(\/g)——,W—EEPQ\/E,W
_2-0_

f(O)_\/E_O = P5(0, 0)
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2 <
277. f(x):{x,sex L

x3—4x2 4+ 7x —3,sex=1

fiyg) = 2x, sex <1

(x) = 32 -8+ 7,sex=1
i) — 2, sex<1

(x) = 6x — 8,sex=1

" 0,sex<1
() :{6,sex>1
Determinando a raiz de f™(x), temos:

f'"x) =0 & 6x—8=0=>x=£.

4 3 4 4
Para x = 1, f" <§> # 0,paral <x < 3 f'(x) < O e para x > 3
f"(x) > 0, o que significa que nesses intervalos temos:

parax <1 oux > i, concavidade positiva
para 1l < x < i, concavidade negativa

_ 4[4y _ 43 (4 43), inflexa
para x = 3 f(3)— 57 =>P(3, 27)6 ponto de inflexao.

parax = 1, f(1) = 1 = 6(4, 1) € ponto de inflexao.

278. f(x) = sen x — cos x
f'(x) = cos x + sen x
f"(x) = —sen x + cos x
A concavidade é positiva se f"(x) > O.

Entao: —senx+cosx>0:>%+2kw<x<%+2kw

279. f(x) =x5—x*
f'(x) = bx* — 4x3
f'(x) = 20x3 — 12x2
A concavidade € negativa se f"(x) < O.
Entdo: 20x3 — 12x2 < 0 = 4x2(5x — 3) < O.
+ + +

Ax? 0 > X
5x — 3 — — i+=x
5
00 ——— T x
> 3
f"(x)<0parax<gex¢0.
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280. f(x) = (x2 — 1)(x2 — 4)
f'(x) = 2x(2x2 — 5)
f"(x) = 12x2 — 10
" (x) = 24x

Obtendo as raizes de f"(x), temos x = * /i.
/5 ) |5 )
ml - | = -+ —_
f <_ 5 24<_ 5 #0
Entdo, x = = /é sao as abscissas de pontos de inflexao.

: S\ (2 _4)2_ 4218
Calculando as ordenadas: f(i 5 _<6 1)(6 4> 36"

a oo sdor [~ |8 19\ o [B 19
Entao, os pontos de inflexdao sao: ( 5 36) e ( 5 36)'

281 - f'(x) < 0 = fungao decrescente
: x=ce f"(x) > 0 = concavidade positiva
- f'(x) > O = funcao crescente
x=ce f"(x) > O = concavidade positiva

f(x) A

- - f'(x) > O = funcao crescente
X~ C€ f(x) > 0 = concavidade positiva

_ f'(x) > 0 = funcao crescente
X=C€) f(x) < 0 = concavidade negativa

f(x) A

=Y
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283. f'(c) = f"(c) = O (a reta tangente ao grafico € paralela ao eixo x)
x <cef"(x) >0 = concavidade positiva
x>cef"(x) >0 = concavidade positiva

f(x) A

>V

284. f(x) > 0 = o grafico esta todo acima do eixo dos x.
f'(x) <0 = funcao decrescente
f"(x) > 0 = concavidade positiva

f(x) A

\

X

285. f(x) > 0 = o gréafico esta todo acima do eixo Ox.
f'(x) > 0 = funcao crescente
f"(x) > 0 = concavidade positiva
f(x) A

_/

xY
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286.  f(x) = ag + a;x + ax2 + azx®
f'(x) = a, + 2a,x + 3a3x?
f"(x) = 2a, + 6asx
f"(x) = 6as
Sendo (0, 3) extremo relativo, vem:
1) f(O) =ay e f(0) =3 = a5 =3
2) x =0 éraizde f'(x) = f'(0)=0e f'(0)=a;=>a; =0
Sendo (1, —1) ponto de inflexao, temos:
1) f"(x) #0 = G6azg # 0= a3 # 0
2) f"(1) =0 = 2a, + 6a3 =0 = a, = —3a3
3) f(1)=3+82+83=_1 $82=_4_a3
Entdo, —4 — a3 = —3a3 = a3 = 2 e, portanto, a, = —6.

287.  f(x) = ag + a;x + ayx2 + azx3 + azxt
f'(x) = a; + 2a,x + 3azx® + dax®
f"(x) = 2a, + Bagx + 12a,x?
f"(x) = 6az + 24a,x
Se o grafico passa pela origem, entao:
f(0) = 0= ay = 0.
Se o grafico é simétrico em relagao ao eixo y, entao
f(x) = f(—x), Vx, e dai
ax + ax? + azx@ + axt = —ax + ax? — azxx + agxt, vx
entdo a; = —a; e a3 = —as, o0u seja,a; =0eaz = 0.
Sendo (1, —1) ponto de inflexao, vem:
1) f"(x) =24a, # 0= a, # 0
2) f"(1) =0 = 2a, + 128, =0 = a, = —6a,
3) fl)=ay +tas=-1 = a,=—-1—a,

Entdo: —1 —a; = —6a, = a, = = a, = ——

1 6
5 5°
288. f(x) = 2x3 — 6x
a) Seu dominio é R.
b) A funcao é impar, porque:
f(—x) = 2(—x)® — 6(—x) = —2x3 + 6x = —(2x3 — 6x) = —f(x).
¢) Nao ha pontos de descontinuidade em R.
d) Fazendo x = 0, temos f(0) = O.
Fazendo f(x) = 0, temos 2x3 — 6x = 0, isto 6, x = 0 ou x = +V 3.
As intersecdes com os eixos sao os pontos (0, 0); (—V3,0)e(V3,0).

e) lim f(x) = lim x3 =+
X — +o© X — +®©
lim fxX) = lim x3 = —o
X— —® X— =®

fy ff(x)=6x2—-6=06(x+ 1)(x — 1)
entdo:x<—-1 ou x=1 = f'(x) =0 = fcrescente
—-1=x=1= f'(x) <0 = fdecrescente
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g f'x) =0 = x=—-1oux=1
f'(—=1)=-12<0
f'"(1)=12>0
entao ftem um maximo em x = —1 e um minimo em x = 1.
h) f"(x) = 12x e, entao:
x<0 = f"(x) <0 = concavidade negativa
x>0 = f"(x) >0 = concavidade positiva
Como o sinal da concavidade muda em x = O, o grafico tem um
ponto de inflexdo em x = 0.

f'(x) = 12x = {

A

289. a) O dominio é R.
b) A funcao nao é par nem impar porque:
f(—x) = —4x3 — x2 + 24x — 1 # f(x) e — f(x).
c) A funcao é continua em R.
d) f(0) = -1 = (0, —1) € grafico
flx) = 0 = 4x3 — x2 — 24x — 1 = 0 = trés raizes reais irracio-
nais, sendo uma positiva

e) lim f(x) = lim 4x3 = 4o
X— +o X — to
lim f(x) = lim 4x3 = —o
e o 4 3
f) f'(x)=12x2—2x—24=12(x+§>(x—§)
4 3 , .
XS -z oux=3 = f'(x) = 0 = f & crescente
4 3 . .
_Eg’(gE:’ f'(x) = 0 = f €& decrescente
g) f"(x) =24x — 2
__4 (A _ wf_4 4 L
X = 3=>f 3)—Oef< 3)<O:> 3epontodemaX|mo
3 a3\ a3 3., -
X=75= f(z =0ef <2>>0: > € ponto de minimo
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h) x < L = f"(x) < O = concavidade negativa

12
X > % = f"(x) > O = concavidade positiva
Como o sinal da concavidade muda em x = % este é um ponto
de inflexao.

<y

N
S [T (%)
I~

PN

290. a) O dominio é R.
b) A funcao nao é par nem impar porque
f(—x) = 3x* — 4x3 + 6x2 — 4 # f(x) e —f(x).
c) A funcao é continua em R.
d) f(0) = —4 = (0, —4) € grafico
fix) = 0 = 3x* + 4x3 + 6x2 — 4 = 0 = duas raizes reais e duas
raizes imaginarias.

e) lim fx)= lim 3x*=+
X — +oo X — +o
lim f(x) = lim 3x*= +
X — —0o0 X— —®

f) f(x)=12x3 + 12x2 + 12x = 12(x — 0)(x2 + x + 1)
x<0 = f'(x) <0 = fé decrescente
x=0 = f'(x)=0 = fé crescente

g) f"(x) = 36x2 + 24x + 12
x=0= f'(0)=0 e f'(0) >0 = 0 é ponto de minimo

h) Vx € R, f"(x) > 0 = concavidade positiva.
0 |

\ /.
N
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291,  f(x) = (x — 1)2(x + 2)3
a) Seu dominio é R.
b) A fungao nao € par nem impar, pois:
fl—x) = (—x — 1)2(—x + 23 =[-(x + D[~ (x = 2)P = —(x + 1)2(x — 2)3
c¢) A fungao polinomial é continua em R.
d) Fazendo x = 0, temos:
f(0) = (—1)2(2)3 = 8.
Fazendo f(x) = 0, temos (x — 1)2(x + 2)3= 0, isto é,x =1 oux = —2.
As intersecoes com os eixos sao os pontos (0, 8); (1, 0) e (=2, 0).

e) lim fx)= lim x®=+
X — +o X — +x
lim f(x) = lim x®=—x
X — —o©0 X— —®

f) f(x) = (x — 1)(x + 2)45x + 1), entdo

X < —% ou x=1 = f'(x) =0 = fé crescente

1 s=x=<1= f(x)<0 = fé decrescente

5
g) f'(x)=0:>x=10ux=—2oux=—%
f"(1) =54>0
() = (+ 22002 + 8x—10) =T =0
r(-§)=-T <o
~ . L 1
entao ftem um minimo em x = 1 € um maximo em x = 5
h) f"(x) = (x + 2)(20x2 + 8x — 10), entao:
X+ 2 — — * ki * e
+ + - +
20x2 + 8x — 10 >
S 2 3% | 2:3%6
10 10
- + - +
f" > X
% 2 2-36 -2+3V6
10 10
-2-3V6 —2+3V6 \
para x < —2 ou 10 <x< 10 = f"X) <0 =
= concavidade negativa
para —2<x<ﬂou x>_2+—3\/E = f'x)>0 =

10 10
= concavidade positiva
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Como o sinal da concavidade muda em x = —2, x = _21—03\/5
—2+3V6 . o
e x= — 10 o grafico tem 3 pontos de inflexao.

00 4

2
292.  f(x) = 3x3 — 2x
a) O dominio é R.

2

— 2(—x)=3x3 + 2x
A funcao nao € par nem impar.

c) Nao ha pontos de descontinuidade.

d x=0= f(0)=0

2
b) f(—x) = 3(—x)3

fix) =0 = x=00ux=2?7
Entao, os pontos de interse¢ao com os eixos sao: (0,0) e (2?7,
e) lim f(x) = Ilim (—2x) = —
X — +o X — +oo
lim f(x) = lim (—2x) = 4+
X— —x X — —©
2
fy f'X) =5=—2
Ix ,
3
ffx) =0 & 3—=—2=0 Vx =1 =x=1
Vx 0 1
Variacao de sinal de R T > X
3 2-2%  + | + ' -
mm:z—zﬁﬂ .
Ix A
f'(x) ! > X
— + —
Entao: para0O=x <1, f'(x) = 0 = fcrescente e
parax<Ooux =1, f'(x) < 0 = fdecrescente
2
g f'(x) = 2 x3 = f"(1) = _2 < 0, tem maximoem x = 1

3

h) f'(x) = -5 x° =

3
2 2 x < 0, f"(x) < 0 = concavidade negativa
3 x > 0, f"(x) < 0 = concavidade negativa

Q
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Como o sinal da concavidade nao muda em x = 0, entao x = 0
nao é ponto de inflexao.
9 A

ﬂ\x
8

293. a) O dominio é R.

b) A funcao nao é par nem impar porque:
1 4

f—x) = —x3 + 2x3 # f(x) e —f(x).
c) A funcao é continua em R.
d) f(0O) =0 = (0, 0) € grafico
1

4
= = 3 3
fix) =0=x3+2x3=0 = 2Vx*=Vx = 8&*=—x =

= x=0o0ux = 1 = (0,0)e (—i, O) estao no grafico

2 2
4
e) lim f(x)= lm 2x% = 4+
X — +0© X — +o
4
lim f(x) = lim 2x3 = +®
X — —® X — —%

1, 80 _ 1+ 8

f) f'(x) = +
e 3 3
X < _% = f'(x) <0 = fdecrescente
X = _% = f'(x) =0 = fcrescente

2 8 —2 + 8x
g () = ——5= + —— =
¢ 9Vx2 e

Variagao de sinal de f"(x):

1

o 4
> X

—2+8 - | - | +
> X

9% — | + | +
> X

'+ -+
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x <0 ou x >% = f"(x) > 0 = concavidade positiva

0<x <% = f"(x) <0 = concavidade negativa

1

pontos de inflexao: x =0 e x = e

S ) B - Ll fni
h) x = 8:>f( 8>—Oef< 8)>0:> 8epontodemlnlmo

00 4

<Y

N
NN

294. a) O dominio é R.

b) A funcao nao é par nem impar porque:
1
fl=x) =1 — (x + 2)3 # f(x) e —f(x).

c) A funcao é continua em R.

d f0)=1 -2 = (0,1 - ¥2) € grafico
f(x):0=>§/xT= —1I=5x—2=-1=>x=1=
= (1, 0) € gréfico

1
e) lim f(x)= lim (x —2)% = 4o
X — + X — 4o
1
lim f(x) = lim (x —2)% = —©
X— —x X — —
N P = ——
3R (x — 2)?
Vx ER, f'(x) > 0 = f é crescente em R
2

g) f'(x) o= 2p
x<2 = f"(x) >0 = concavidade positiva
x>2 = f"(x) <0 = concavidade negativa
x = 2 é ponto de inflexao.
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o0 4

7

295. f(x) =xV1 —x

a) Dominio:1 —x=0 = x<1.
b) f(—x) = —xV1 + x; a funcdo ndo é par nem impar
c) Nao ha pontos de descontinuidade em x < 1.
d x=0 = f(0)=0
x=0
fx) =0 > xN1—x=0 = jou
x=1
As intersecoes com 0s eixos sao os pontos (0, 0) e (1, 0).
e) lim f(x)= Ilim x=—»
X— —® X— =%
Comox=<1,naoha Ilim .
X — +oo
2 — 3x
f o ="—=
2V1 — x

y) = _2
f(x)—O:,ax—3

Entao, x s% = f'(x) = 0 = fcrescente

X 2% = f'(x) = 0 = fdecrescente

3x—4

g f'(x) = —=—=
N1 - x)3
o 32 )
f-'(_>:—<0:>ftem maximo em x = =
3 2\3 3
4 <1—§)

h) f"x) =0 = x = % > 1, o que significa que nao ha ponto de in-

flexdo no dominio de f.
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a)
b)

c)
d)

e)

f)

h)
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fx) &

O dominio é R — {3}.
A funcao nao é par nem € impar porque:

f—x) = 252 fx) e —(0).

3
A funcao nao é continua em x = 3.
x=0=f0) = —%:‘» (O, —%) € grafico
fx) = 0 = ifé —0 = x=-1 = (~1,0) € grafico
1+
lim f(x) = lim =1
X — +o X — +o 1 — é
X
1+
lim f(x) = lim =1
X — —o©o X — —oo 1 _ g
4 X
R
Vx # 3, f'(x) < 0 = fé decrescente no dominio
f'(x) = _8
S (x—3)°

x<3 = f"(x) <0 = concavidade negativa
x >3 = f"(x) >0 = concavidade positiva

x = 3 nao é ponto de inflexao, pois nao esta no dominio de f.

lim f(x) = —© e lim f(x)= +o
x— 3t

x— 37

f(x) A .

1

; |

L

1

1

1

1

1
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Ox
X2+ 9
a) Dominio € R.
9(=x) _ _—=9% _
(—x)2+9 x2+9
c) Nao ha pontos de descontinuidade.
d x=0= f(0)=0
fx) =0 = x=0
Entdo (0, O) é o unico ponto de intersecdo com oS eixos.

297.  f(x) =

b) f(—x) = —f(x) = fé impar

e) lim f(x) = lim QL: im —2X = jim =0
X — +% X — 4o X +9 X — 4+ 2( 9> X — +o0 X
X 1+—2
X
lim f(x) = lim %:o
X — —®© xafoox
9(—x2 + 9)
fy f'xX) = F—=3+
R )

fx) =0 = —x24+9=0 = x=-3o0ux=+3
x<-3o0ux=3 = f'(x) <0 = fdecrescente
-3=x=<3 = f(x) =0 = fcrescente

3_
g r - A2
f'(=3) = 9[2(_(353:—9?34(_3)] > 0 = —3 é ponto de minimo
f'(3) = 9[2(22;9?;1(3)] < 0 = 3 é ponto de maximo

h) f'"x) =0 = 2x3 —54x =0 = x=0o0ux==*3J3
x<—-3V3 ou 0<x<3V3 = f"(x) < 0 = concavidade negativa
—3V3<x<0oux>3V3 = f"(x) > 0 = concavidade positiva

Como o sinal da concavidade muda em x = —3\/5, x=0c¢e
X = 3\/5, estes sao trés pontos de inflexao.

) A

-3¥3 3
r

=y
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o\ Y® — Nocoes de Calculo Integral

299. Yy Xy = 15
X2 = 25
X3 =35
X4 = 45
10 20 30 40 50 x
4
A= ‘—21 f(ii)AiX
_ 200 200 200 200
A= 15 10 + 55 10 + 35 10 + 5 10
1 1 1 1
A‘2°°°<1_5+%+§+E>
_ 248 _
A = 2000 1575 = A =314,9

5
301. a) J.1 (5x + 7)dx, para X; = X; _ 1

Como a funcdo bx + 7 € continua em [1, 5], sabemos pelo teo-
rema 1 que a integral existe. Dividindo [1, 5] em n subintervalos

iguais de comprimento % temos:

4 4 . 4
xo—1,x1—1+F,x2—1+2-F,...xi,1—1+(|—1)n,
xi=1+ii,xn=5.

n

Sendo X; = x; _ 1, vem:

f(ii)=5ii+7=5<1+(i—1)%)+7=5+2n—0(i—1)+7=

:12+&i—&
n n

fX)AX = (12 + 20 £> s
n n n

48 B0 80
fX)AX = ey .

Logo,
noo_ n (48 80 80.)

n n2 n2

2 f(x)Ax = .:21 i| =

i=1
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302.

.48 .80, 80 ¢
n n n i=1
4580, 80 ¢,
n n“ i=1
n
Como Zizn(n+1,vem
i=1 2
Z f(ii)Aix =48 — & + 8_8<M> =48 — ﬂ + 40(&)
i=1 n n 2 n n
4 . 4
ComoAix=A2x:A3x=...=Anx=F,anormapLsera |guaIaF;

logo, quando . se aproximar de zero, temos:
1) n cresce arbitrariamente

2) % se aproxima de zero

3)n+1

se aproxima de um

™M=
=}

4)

. f(X;)Aix se aproxima arbitrariamente do nimero 48 + 40,

n
ouseja,p.=0= 21 f(X)Ax = 88.
i=
As consideragoes iniciais sao as mesmas do item a.
Fazendo x; = 1 + i - % vem:

f(ii)=5ii+7=5<1+i%>+7=12+%i

Com as mesmas consideracoes finais, temos:

W= 0= _ =21 f(ii)AiX = 88.

Exzdx

x2 é continua em [3, 6], logo a integral existe. 3
Dividindo [3, 6] em n subintervalos iguais de comprimento Py temos:
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xi,1=3+(i—1)3 _3+|%Xn=6
Tomandoii=xi=3+i-%,vem;
2
f(i.)=<3+|§>=9+18i+%|2
ay—fo 8., 95| 3 _27 B4 27,
f(xi)Aix_(9+ n ! n2'> nT Tl TR
Entao
S ez & (271 , 54 21
2, A = .?23(7 el +—s'2)—
6 6
2L B2
n n<i=3 n°i=3
:27+%<n(n+1))+2_3<n(n+1)(2n+1)>
n 2 n
:27+27( n+1 )+g((n+1(2n+1>
n 2
3 3
Como AjX = ApXx = ... = A X = o ,entao p = F logo, quando w se

aproxima arbitrariamente de zero, temos:

1) n cresce arbitrariamente
2) n+1
n
(n +1)2n + 1)
n2

se aproxima de 1
3) se aproxima de 2

6
4) .723 f(x;)Ax se aproxima arbitrariamente do nimero 27 + 27 + 9 =

6
=63,ouseja, n=0= ':23 f(X)Ax; = 63.

1 x|t 1 1
308. a)_'.oxdx=—0=§—0=§
2 32 2
2 :X_| :is‘zi =L
b)Lxdx 311 3x1 3(8 1) 3
c) Ofsenxdx=—cosx3=—<oos%—coso)=—<%—l)=
V2
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m

4 on T _ N2
0—sen4 sen O >

a4

"
d) |4 cosxdx =senx
0

2
e) %dx= —%

1
L =T —(-T)=T7+7=14

1
309. a) .'.—1 7 dx = 7x

1 3|t
24y = X B O R (W § _2
b)J._lxdx 3|1 3(1 (—1)3) 3L+ 1) =3
1 x8 |* 1 1
c) J._1x7dx=§_1=§(18—(—1)8)=§(1—1)=0
1 5 12 X3 1 1 1
d)jo(—x)dx=—.[ox dx=—?0=—§(1—0)=—§
b o x5 | 2 115 5 4
e) J‘712x dx=2J‘71x dx =2+ =g(1 —(—1))=€
2 2 2 2
310. a) fo(x2—3x+5)dx=jox2dx—3foxdx+j05dx:
2 2 2
x3 X2
:?|0_37‘0+5X‘o:
- o -8_ _20
=38-0-74-0+52-0=3-6+10=7

™ ™ ’IT
b) J‘i (sen x + cos x) dx =J‘21T senxdx+_[2ﬂcosxdx=
-z T

ook

=—0-0+@1—-(-1)=2

[E]
[E]

+senx

INTER
INER

= —COSX

o N3
o NIA

c) ji (1+cosx)dx=.[(2)dx+_'.zcosxdx=x +senx|,=
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™ L _m
(E—O)Jr(senj—senO)— 5 +1

d) J-é(x5—1)xdx=I(l)(x6—x)dx=ﬁx6dx—'|-(1)xdx=

X1 ox2p 1 1 1 1 5
“Flzh-Fe-0-za-0=5-5=--4
e) ﬁ(\/?—i)dx=ﬁx%dXvLJ‘jx_%dx:
Vx
3 1 3 3 1 1
=%x5|i+2x§‘j:%(45—1§>+ 24z 13)
=%(8—1)+2(2—1)=%+2:%
312.  a) fx)=4 - x% [a,b]=[-2,2]
2 S
Fo) = [(4 =) dx = ax -
fz (4 —x?)dx = F(2) — F(-2) = % - (—%) = :;—2
b) f(x) = x>+ 7; [a,b]=[0, 3]
F(x)=j(x2+7)dx=’;—3+ 7x
3
_[O(x2+7)dx=F(3)—F(O)=30—0=3O
c) f(x) =3 + senx; [a,b]=[0,%]
F(x)=_|.(3+sen X) dx = 3Xx — cos X
J.O%(3+senx)dx=F(%>— (0)237“—(—1):37“4-1
d) fx) = Vx +1; [a,b] =[O0, 4]
3
F(x):J'(\/Y+1)dx=%7+x
J-gf(x)dx=F(4)—F(O)=%—O=%
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1

e) f(x) = T

[a, b] = [0, 1]

F(x) = _[(ﬁ) dx = arc tg x

Ll) f(x) dx = F(1) — F(0) = & — 0 =

a a

4 4

317. a) y=xey=x?
XX=x=xX2-x=0=xx—1)=0=>x=0o0ux=1

F(x)='[(x—x2)dx:ﬁ—£

2 3
1 1 1 1
_ 2 — _ - = - —| — - —
Io(x x2) dx = F(1) — F(0) (2 3) 0=3
YA
y=x
y=X
0 i >

by y=x2—1ley=1—x2
2—1=1-x2=22x2=2=x2=1=x=*1

Fog = f[1 =2 = (@ = )] dx = [(-2¢ + 2) dx = —27"3+ 2x
YA

y=x2-1

=<V

y=1-x
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c) y=x2ey=2x+8
X2=2x+8=x2—2x—8=0=>x=-2o0ux=4

2 2 x3
F(x)=j(2x+8—x)dx=x 8-

<V

-2 2 4
y=2x+8

dy=xey=Vx 2 x2=Vx ox{=x=>x3x—-1)=0=
=x=0oux=1

22
Fog = [(Vx = lax = 5x% - 5
JoNx = x2) ax = Fa) - F(O)=%—O:%

YA

=]
xy

e) y=senxey=x2— mx
Analisando a fungéo y = x2 — mx, temos:
x2—mx=0 = x=0ex = (raizes)

wozb_m :
V7 2a 2 _(m _m
_-A_ w? =Vol2 73
W= 3 4
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3 2
= - x2 = _ _X, mxt
F(x) J(senx x2 + mx) dx = —cos X T+
e Tr3 11_3
fo(senx—x2+wx)dx=F(w)—F(O)z 1+5|-(-h=2+F%
vA
y = x* — mx
) | —
0 7 X
_%_ ! y =sen x
=
i)
at
_ [x 5t2 X Bx2 9
318. a) F(x)—j1(5t+2)dt S rat)f =2 o 2
dF _ 2-5x dF _
x 2 2:>dx—5x+2
Tgol2ol 23 25 O 5~
b) J‘5 tdt—gt S—EX —35 :R_X = VX
3 3 1
x _25' 25 2,5 9 _ 5
C)J‘i\/t_dt—st 173X 31 =X =x
_ 16 16
320. a) §X=+u‘7 u}=>_"(3x+7)15~3dx=ju15-u'dx=i—6+c=—(3x167) +c
b) gX::l,J}:Jee’x-de:Ie“-u’dx=e“+c=e3x+c
c) 2x_= } _'.5 cos5xdx—jcosu u'dx=senu+c=senbx+c
3 3
3x+7=u _2 > oo
d)3=u‘ } J\/_ u'd= 3 3(3x+7) =
=%\/(3x+7)3+c 2
e) i:t-:u}31“2'“'d:—u1+C=_xi1+c

3:
321. a) ’éxz :“u,} :>J'ex3 X2 dx = %Ie@ 32 dx = %jeu U dx =

=£e“+c=£ex3+c
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b) 2§2=:u'u}=>.[x'0053x2dxz%J.COS3X2-6de=%J.cosu-u'dx:
:%senu+c:%sen3xz+c
c) gxz_u,l: U}:J.(5x— 1)13 dX:%I(5x— 1)13'5dX2%J'U13'u’dx:
14 a4
B %1_4 te= % +c

1 1

SX—1=ul (571 dx= = [(5Bx—1)2-5dx == [uZ-u' dx =

d 2 }=>j Bx — 1 dx=¢ [(5x—1)?-5dx=7 [u?-u'dx=
3 3

=%-%-u7+c=%(5x—1)7+c=%\/m+c

e) gX:uT: “}:jﬁ dx=%j(3x+ 7)2-3dx =
=%J.u*2~u‘dx=%'u_—_11+c=—%'(3x+7)*1+c=
= _3(3x1+ 7y

322. a) 3X:UL,J} = Je3x dx = %J.e&‘ -3 dx = %J.e“ cu'dx =

3

=%e“c= e*+c

senx=u 5 (5. :u_6 _
b) COSX:U,}:J-(senx) cos x dx Ju udx =5 +c¢

6

_ s

X =u -1 Bdx= =+ U dx —
c) 5:u,}=>jsen5xdx—5jsen5x 5dx—5J.senu u'dx =

=%(—cosu)+c=—%5x+c

3x+1=u _ 1 ' _
d 5, }:jcos(3x+1)dx—3jcos(3x+1)3dx_

=%jcosu-u‘dx=%(senu)+c=w4rc

3—-2x=u B 440 —1 B 4 _
e ", 2, }:j(s 20 dx = —- [(3 = 20)%(—2) dx =

5 — 9%)5
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323.  a) jx - sen x dx
Fazendo v(x) = x e u'(x) = sen x, entao v'(x) = 1 e u(x) = —cos x.
Portanto:

jx-senxdx=u(x)-v(x)—J.:L-(—cosx)dx= —XCOSX+senx+c

b) J.(Sx + 7) cos x dx
Fazendo v(x) = 3x + 7 e u'(x) = cos x, entao v'(x) = 3 e u(x) = sen x.
jv-u‘ dx = u-v—_[u-v' dx:J(3x+ 7) cos x dx =

= (3x + 7)senx—'|-senx-3dx=(S)XvL 7)senx—3J‘senxdx=
=@3x+7)senx+ 3cosx+c

¢) f@x—1)- e
Fazendo v(x) = 2x — 1 e u'(x) = €%, entdo v'(x) = 2 e u(x) = €*.
j(zx— 1)e* dx = (2x — 1)-eX—jeX-2dx:(2x— 1)eX — 2eX + ¢ =
=2x—3)e*+c

d) j(—sx + 1) - cos 5x dx

vix) = —3x + 1= V'(x) = —3

Fazendo
[ u'(x) = cos bx = u(x) = %5)(

sen 5x
5

j(—3x+ 1) cos Bx dx = (—3x + 1) - _[_Tgsen Bx dx =

_ (=3x+1)
5
_(=3x+1). 3 -~
=5 sen5x+25( cos bx) + ¢ =
_(=3x+ 1)-sen5x—3008 5x_|_C:5(—3x+ 1)sen5x—30035x_|_C

5 25 25

3 1 _
‘sen5x+g~gj.sen5x~5dx—

e) _[(2x — 1) - el 3 dx
VX) =2x — 3 = V'(x) = 2
Fazendo | y) = el - 3 = y(x) = Jel ~ 3 dx = —% el 3

1 1
— 1-—3x — _—— .al—3x. — — _—|al—-3x —
.[(2x 3)e dx 3 e (2x — 3) _].2( 3>e dx

__M 1-3x 2 1-3x _
= 3 e +3je dx =
:_@el—&(_%.el—?’x_’_cz
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= (—%x—l— %)el—3x+ c
324. Sendo A(1, 1) e B(2, 3) determinemos a reta que passa por esses
pontos.
éiga++bb}a:2eb:_1=>f(X)=2x— 1
V= wJ.:[f(X)]de:V= ﬂj‘i(zx_ 1)2dng.w 21:
= %[33 — 18] = 13717
325. V= 0®2dx=m], X4dx_“_‘31:
- T (243 1)= 242217
325, _wj<)dx—ﬂfx2dx=wx—jl_4
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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma coleg¢do consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo conteddo de Matemdtica
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

complexos, polinémios,
equagoes

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formagdo

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitérios que
necessitam rever a Matemdtica elementar.

a9
P Ntual

Os volumes contém teoria e
exercicios de aplicagdo, além
de uma segdio de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. Ha ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemética relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdio, a secdo
de questdes de vestibulares foi

atualizada, apresentando novos
testes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.
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